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! Sylvester, J.J.: Philos. Mag. Vol. 87 (1850). S. 363.
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Amle--Amn

a, katsaylarmin sayisal degeri yaninda, gemada i, k c¢ift indisi ile gos-
terilen konumu da ¢nemlidir, Burada birinei indis, daima, satir1 ve ikin-
¢l ise siitunu belirtir. a;, biiyiikliiklerine matrisin “elemanlarr’” adi veri-
lir. m satir sayisi, n siitun sayisma esitse matrise “kare” ve “n-merte-
beli” ad: verilir. m satirh ve n siitunlu — genellikle kare olmayan — bir
matrise “mn matrisi” denir.

(1) lineer bagmtis: ile verilen x;, ¥: bityiikliikleri de, tek sirah mat-

ris kabul edilecek olan birer biiyiiklitk sistemi ile yani x veya y vektoril
ile gosterilebilir. Bu vektorlerin “x;, y; bilegenleri’nin siitunlar geklinde

diizenlenmesi uygun olmaktadir :

X . i
x=[ %, y= ¥ ]. 3)
Xq ym

Buna gére, (1) bagmtisinda, x vektoriiniin y vektoriine lineer déniigﬁmﬁ ;

bahis konusu olur ve bu kisaca sbyle yazlir :

[Ax:yl. @

i1} ve (4) ‘denklemleri tamamen ayni anlami tagirlar. Burada AX aga- |

g1da tanimlanan bir garpiml gostermektedir :

Tanm 1 : Bir mn-matrisi A = (a;,) ile n-sirali X = (i) siitun matrisinin |
(n bilesenli bir vektor) carpimi Ax, m siralt y = (y;) siitun vektoriine esit- |

tir; burada i-ninci y,; bileseni, A nm i-ninci satir1 ile X siitun matrisinin ska-
ler carpimina egittir :

CapXi 4+ 8pXy ...+ AnX, =Y . (5) |
Bu tamm ile (4) “matris denklemi”, (1) sistemine geimig olur. Bu

ise, ayni zamanda, kisaltma ve bir hesap kurahdir.

Burada tanimlanan matris ile vektoriin garpimi, Cayley’ tarafindan
verilen genel matris hesabmin, yani matrislerin analitik ele alinmasimn, _;
$nemli bir boliimiidiir. Lineer déniigiimler ile ilgili hesap, burada katsa- |

1 Cayley, A.: Trans. London. philos. ac. Vol. 148 (1858), 8: 17-37.

3

yilar tablosunu esas alan bazi temel iglemlere indirgenmektedir; bunlar
ise matr'-lslerln toplanmasi, cikarlmasi, carpilmasi ve boliinmesi olarak
isimlendirilebilir. Boylece ¢ok farkh tipten uygulamalarda karsilagilan

lineer bagintilar ile hesap ¢ok kolaylagtigindan, matris hesabr bugiin ma-

tematigin 6nemli bir pargasi haline gelmistir. Genellikle karigik ve ‘sikiel
olan iglemler, matris hesabi dili ile basit olarak verilebilmektedir. Lineer
bagintilar ile ilgili oldugu siirece miithendislik matematigi de bu modern
ve uygun dilden yararlanmaktadir. Bu dil, genis kapsaml hesaplari, tab-
lo haline getirmekte ve ekseriya birbirinden uzak konular: ortak te,k bir
cekirdege indirgemekte kullamilmaktadir.

Matris hesabi, matematik kisa gekli ile iglemlerin tablo halinde gés-
terilebilmesi g6zdniine ahnarak, &zellikle miihendisler tarafindan tutul-
maktadir. Bu o&zellik, iic boyutlu geometri ve vektdr hesabmda kendili-
ginden ortaya ¢ikmaktadir; burada bir x vektoriine, veya bunun x;, x, ,' Xz
bilegenlerine, noktanin koordinatlari veya vektor bilegenleri adi verilir.
Geometrik iglemlere bagh cebirsel iglemler — vektérel toplam, vektérel,
garpim, koordinat déaligtimii ve benzerleri — 3 boyutludan n boyutluya
kadar genellestirilebilir. Boylece istenen n halinde faydali ve gerekli olan
bir geometrik yazig gekli ortaya cikar. Bu anlamdsa bir “diizenlenmig sa-
yilar sistemi”: {xy, %, ... %} = X, n-boyutlu R, uzaymndaki bir “nokta”
veya ‘“vektdr” olarak tammmlamr; ve bu R, -uzaylna,, x sisteminin her “x;
bilegeni”’ biitiin reel — veya kompleks — sayilar alanindan geldigine gti-1
re, n-boyutlu x say1 sisteminin alam adi verilir; yalmiz n = 3 veya 2 ve-
ya 1 ve reel x; halinde, yukarda cebirgel olarak tamimlanan R, uzayina
n-boyutli geometrik bir uzay karg: gelir: n = 38 halinde biitrilin uzay;
n = 2 halinde bir diizlem; n = 1 igin bir dogru. Bu anlamda, (1) veya,.
(4) lineer ddniigiimii halinde “lineer tasvir'' yani x vektoriiniin y vekto-
.riine tasviri bahis konusu olur!. Bu tasvirin, herhangi a;, katsaylan
1g,in ¢ok genel olmasina karsihk, ii¢ boyutlu halde, gu karakteristik Gzel-
ligi vardwr; lineer gekiller yine lineer gekillere, yani dogrular dogrula-
ra, diizlemler diizlemlere dénilgiir. Bu neden ile, tasvire “lineer” denil-
mektedir, C : ‘

Bi-r vektoriin, yani x; diizenlenmis sayilar sisteminin boyle bir tab-
losu dikkate alinmaz ise, vektér bir geometrik biiyiikliilk olarak gésteri-
lgmez. x; vektdr bilegenlerinin gerg¢ek anlami, uygulamalards farkl ge-
killerde olabilir; Srnegin ~

1 Burada m=n hali dikkate alinrmgtir,




n qubuklu bir kafes kirig sisteminde S; gubuk kuvvetleri;
n devreli bir elektrik sisteminde J 1.ak1mlar1;

n serbestlik dareceli bir titregim sisteminde x, yer degigtirmeleri ve-
ya x, hizlar;

Bir gaz kafiglmlnda, r, hacim yiizdeleri veya g, agiwrlik yiizdeleri,
Bir mamul veya bir igletme i¢in' toplam masrafin K, yi.izdeleri;

Bir kirig kesitinde N, Q, M- (normal kuvvet kesme kuvvet1 egil-
me momenti) kesit etkileri.

Son drnege gore, bir vektorin x; b11e§en1er1, ayni boyutlu olmak zo-
runda degillerdir.

Ornek : m cubuklu bir kafes-kirig sisteminde m adet S, ¢ubuk kuv-
vetleri ile, kafes-kirig sisteminin diigiim noktalarma etkiyen n adet — dii-
" gey — P ylikleri arasinda agagidaki gibi bir lineer bagmnf: vardir :

S zau.P1+algP2+...+a1',,P,,'
SHhzmay Py tapPrt .. a2, Py (A)

7 Sp=amPi+awePy+ ...+ an. Py
veya kisaca ' .
s=Ap |, (B)

burada 8, gubuk kuvvetleri ve P, ylikleri, agagidaki m- ve n- boyutlu
vektorler ile gosterilmigdir :

S] P]

Sy _| P2
5=} . s P=

S. .\ P,

A matrisinin a,, katsayllar:, wvani “etki saylar1”, 8; cubuk kuvvetleri
olarak agagidaki yoldan ¢ikarilabilir : biitiin ylikler, Py = 1 diginda, P; = 0
almir. (yani j =k icin P; = 0 halinde a,, "degerleri boyutsuz S,/P; sa-
yilar1 olur); yani bunlar bilinen metodlardan birine gore (Cremona,
Ritter) cubuk kuvvetleri olarak hesaplamir. Boylece, cekme kuvveti po-
zitif, basmn¢ kuvveti negatif igaretli sayilmak ve ortak carpan 1/2 v 3
matris disina cikarilmak iizere, Sekil 1.1 deki 6rnek icin agagidaki mat-
ris elde edilir : e

5
-3 -2 -1
3/2 1 1/2
-1 2 1
= "—1 —_ 2 —_— 1 N

2311 g o1
1/2 1 3/2
-1 -2 =3 Sekil 1.1

ve bir drnek olarak :

83 = (- P1+2P2+P3)

2 \/ 3
olur. Kafes-kirig sisteminin simetrisine, matrisin olusumunda bir simetri
kars: gelir. Genellikle her kafes-kirigin- statik belirsiz olsa bile — A =
(a,) matrisi vardir; bu matris, izostatik halde, yalniz kafes-kirigin geo-
metrik diizenine baghdir; ve S; ¢ubuk kuvvetleri ile diigey P, yiikleri ara-
sinda lineer bir bagmt1 verir — kafes-kifiglerin matrisler ile incelenmesi
ilerde, gerekli bilgiler verildikten sonra, daha ayrintili olarak yapilacak-
tir, (12.2 ye bakmiz).

1.2: Satwr ve Siitun Vektorleri,

"X, %, ... %, gibi n adet diizenlenmig bir say: sistemine (n boyutlu)
vektdr adi verilmig ve yukarda odrnekler ile aglklai,nmlgtlr. Béyle bir vek-
tériin matris olarak gosterilmesi i¢in, n adet x,; bilegeninin bir satir veya
stitun geklinde tertiplenmesinin 6nemi yoktur. Her iki gekil say1 siste-
minin denk gosteriligidir. Ancak, gimdiye kadar siitun matris gekli kul-
lanilmigtir. Gerektiginde satir matris gekli de kullanilacaktir, Vektériin
gosterilis sekli - satir veya siitun - dikkate alinmaz ise, sayl sistemini
X = {X;,%:, ... X,} ile gbsterecegiz.

mn-matrisi A = (a;;) nm siitunlarim ve satirlarini da, vektdrler
{yani yine diizenlenmig say1 sistemleri) olarak kabul edebiliriz; ve bun-
lar1 yukar1 veya agag: konulan indisler ile agagidaki gibi gésterecegiz :

Satir vektorleri a'=(ag,ap,...,a), i=1,2,...,m, (62)
an

Siitun vektorleri a,={ "* |, k=1,2,...,n. (6b)
a'm




N

X
| Y

‘men bulunabilir :

Boylece A matrisi, agagidaki iki sekilden biri ile yazlabilir :-

a"l
2 .
. (7)

A-=(aﬂha‘2_p°-’a'n) =

a™ >

ya,ni, elemanlar), swras: ile, siitunlar veya satirlar olan bir satwr -veya
stitun- matrisi olarak ifade edilebilir,

Matrisin . a;, siitun vektiirieri, de bir anlam tagirlar; eger (1) denk-
leminde x, = 1 diginda her x, = 0 almir ise, yani x olarak “k-nmci bi-

rim vektor” alnir ise, _
0 | |

e = 1 (8)
o] '.

(k-minc1 bilegen = 1, digerleri =), ile su yazilabilir :
(9)

Boylece “A matrisinin k-nmer siitun vektoril a, , Ax =y lineer tas-
viri halinde, k-nmel birim vektér e, nin doniigtiigii gekil olur.\

y=Ae =a

Tasvir belli ise, — verilmis koordinat sistemi i¢in — ilgili matris he-
Ornegin, ¢ agis1 kadar diizlemsel dénme halinde, Se-

kil 1.2, birim vektérler
=(3)- =[5
1= (O s 2 (1

¢ ags1 kadar donerek agagidaki birim vektorleri verirler :
cos — 8in
S A et
sin ¢ cos @
Boylece donmeyi gosteren matris goyle olur :

A= (-coscp — sin cp)
sing cos .
Herhangl bir x vektorunun donmesi ile ortaya glkan y vektoriiniin,
¥ bilegenleri, Sekil 1.3 den’ de goriildiigii gibi goyle olur :

Vi=X1008¢ ~ Xa8in g,

Y2 =X18iho 4 %3080,

Sekil 1.2

Sekil 1.3

Genel olarak, Ax =y tasv1r1 stitun vektorleri yardmmi ile style ya-

.zllabilir :

Ax=ax1+ax+..+a,x, =

(10) -

bu ise, (5) denkleminin &zeti sayilir ve A matrisi, a, elemanlarindan olug-
mak iizere, carpim tanmimi 1. uyarinca

(=1

X2

Ax= (31;3'2,---13'11)

Xn
geklinde yazlarak bulunur. Bdylece sunu sdyliyebiliriz :

“Ax — y lineer tasvirinin y vektorii, A doniislim matrisinin a, sii-
tun vektorlerinin bir lineer kombinasyonudur”.

Burada a,,x, vektdrleri, a;, x bilegenli vektérlerdir; yani a,, bi-

legenleri ile x, sayilarnn garpiimasindan olugurlar.

1.3. Basit Hesap Kurallar:.
Matrisler ile hesap icin, ilk once agagidaki basit kurallar verilmigtir :

Tamum 2 : A = (a;,) ve B = (by) matrislerinin her ikiside m satli ve n
situnle (iki mn-matrisi) iseler, A ile B matrislerinin toplam (farks) asagl-
daki mn-matrisi C dir :

C=A=+B=(c) burada cy = ay = by (11)




Egit m,n sayihl matrislere “ayn: tipten” matrisler denir; ancak
ayni tipden matrisler toplanir veya cikarilabilir.

Ornek :
A= (3-—-2 5) B=(—1 5 0), A+B=(2 3 5)’
1 0-38 2—-3 7 3-3 4
A—B='( 4—-7 5)
-1 3-10

Burada A 4+ B =B 4+ A dir; yani toplama, adi sayﬂarcia oldugu

gibi, komiitatiftir. Ayrica A+ (B +C) = (A 4+ B) 4 C dir, yani top-.

lam, aym zamanda, asosiyatiftir.
Tamm 3 : Iki mn-matrisleri A = (a;) ,B = (by),
aj = by her i,k icin (12)
halinde, “birbirlerine esit”, yani A = B, olur.

-Tanmm 4: Bir A matrisine, ancak ve ancak biitiin clemanlary sifirlar ise,
“sific’” veya “sifir matrisi” denir.

A=0, ap =0 her i, k igin (13)

. bu durumda,, tek swrall matrls 1g1n “51f1r matrisi” veya. “arfir vektoril”
kavramlar ortaya cikar.

Ornegin 3 satir ve 2 siitundan olugan s:f1r-matrisi goyle olur :

0 0
A=[0 0)})=0;
0 0
ayrica,
5=(0 %)=
0 0

2 sirall kare sifir-matrisidir.

Toplam tamminda B = A almir ve A 4 A = 2A gibi ifadeler yaz-
Iir ise g:aagldakl tanm ortaysa, - §1kar

Tamm 5 : mn-matrisi A ile bir k skaler sayisinin ¢arpimu, kA veya Ak mat-
risi bir mn-matrisi olup, elemanlari, A daki elemanlarin k-katidir : :

ka.u...ka.l,,' .
kA=Ak=(. . . . .|, (14)
kam...kam

Matrigin biitiin elemanlarinda ortak olan bir k carpam matris digi-
na cikarlabilir; ornegin : :

(2,7 - 0,9)___ 0’9(3— 1) '
1,8 54 2 b
Burada, okuyucu bu kural determinantlar igin gegerli olan, satir
veya siitunun ortak garpammmn digari gikarimas: ile ilgili kural ile ka-
ristirmamalidir. Bir matrisin skaler sayilar ile carpim i¢in agagidakiler
gecerlidir :
kA+EkB=k(A+B)
kA+1A=(k+DA.

Matrisler ile lgili bu hesap kurallarina, matris hesabinin temeli ola-
rak, “matrislerin birbiri ile carpum” yani “matris carpimi” kurah da
eklenmelidir; ve bu ilerde 2. de ele alinacaktir. Carpimin tersi ise, “invers
matrigi” verir; bu ise daha ilerde 3. de ele almacaktir.

1.4. Tranpoze Matris, Simetrik ve Yari-Simetrik Mat'ms

Cok sik uygulanan bir matris iglemi, transpoze A', veya AT matrisi-
ne geeigdir; bu matris, verilen A = (a;,) matrisinde “satir ve siitunlar
aralarinda degigtirilerek” elde edilir, 6rnegin,

] a9 3.2 T

A= (al by 01) , =!b by }. \
az b2 Ca cl e

- A

Kare matriste bu islem, birinci kigegene gire simetri almaga denk-
tir; birinei kdgegen, matrisin sol iist kdgesinden sag alt kosesine giden
kogegen olup bLinun fizerinde bulunan elemanlar esit indislere sahipfir-
ler : ay,ax,. . Bu iglem esnasinda, bmncl kigegen iizerindeki ele-

* manlar sabit ka,hrla,r

5—3 1 5 2~2
A= 2" 0~1}, A=|-3 0 3
-2 3-1 1—1-— ”,-H(

A transpoze matrisinin elemanlar: a',, ile gosterilir ise, su yazla-
bilir :




1o

= (a") = (au) . . (15)
‘Bu durumda su bagmt: elde edilir : 7
(A) = A. (16)

a siitun vektoérii, transpoze edilerek a’ satir vektdrii, ve ters olarak
satir vektoérden siitun vektorii elde edilir :

al
a2' r

a = ; > a:(al,az,._..,a.,).
ay

a,b,x,y gibi indisi olmayan harfler, sittun matrislerini (siitun mat-
risleri olarak vektorieri) gosterir. Satir ma.trisle‘ri (satir matrisleri ola-
rak vektorler) ise, transpoze iglemi ile a’',b',x',y olarak gosterilir.
Burada A ,B matrislerinin af,b' satw vektorlen ayricalik gosterlr ve
buradaki iist indisler satir karakter1 belirtirler. Yer darhgmdan dolay
sittunlar agagidaki gekilde de yazﬂablhr

a=(ay2,...,8, .

Tranquzesine egit olan bir kare matrise, ‘“‘simetrik” denir :

"A=A" veya ay =ay. 17 -

Birinci kogegene gore simetrik elemanlar, birbirine egittir; buna karsi-
hk kogegen iizerindeki a, elemanlar:1 herhangi olabilir.

Ornek : _ ‘
-2 3-1 R
A= 34 5|=Aa". 3 "1 7
-1 5 0 to> @

Simetrik matrisler, ve otzellikle reel siinetrik olanlar, uygulamada
tnemli bir rol oynarlar. Bir ¢ok teknik problemler belirli simetri ozel-
liklerine sahiptirler; ve bu ozellikler, simetrik katsayilar tablosu ile ifa-
de edilirler. Diger taraftan, reel simetrik matrislerin, dzellikle, Béliim IV
de incelenecek Ozdeger problemleri ile ilgili bir ¢ok dikkate defer mate-
matik ozellikleri vardir.

Bir kare matrise, transpozesine ters igaretli 'olqrak esit olmag1 ha-
linde “yar1 simetrik” veya “antimetrik” denir.

A= - A" veya agx= —aqg ay=0. ' (18)
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Bu halde birinci kigegene gore simetrik elemanlar, ters igaret ile
egittirler; kogegen iizerindeki elemanlar ise sifirdir. C')rnek :

02 4 0-2—4
A=[-22-1), A’=({2 0 1]|=-A.
—41 0 4—1 0

Her kare matris A, biri simetrik ve diferi yar1 simetrik iki mat-
risin toplam seklinde ifade edilebilir :

A=As+ A (19)
burada, )
As‘—---(A+A)l. (20)
AA=T(A-+A)]
Ornek : _
5 1—-3 5 2—-3 0—-1-1
A= 3 7 8|= 2 7 414+1{1 0 4
‘ 34 3/ \1-4 0

-2 0 3

-

1.5. Kiégegen Matris, Skaler Matris ve Birim Matris. -

Birinci. kdgegeni digindaki biittin elemarﬂarl smfir ve kogegen ilizerin-
deki d, elemanlar1 herhangi olan bir kare matrise “kogegen matr1s” adl
verilir : o

d;0...0
D= 0dy...0 = Diag (d) - | 21)
00...d

Burada da, d, sayilarmin diizenlenmis bir sistemi bahis konusu olup
bu sayilar bir vektoriin bilegenleri olarak diigtiniilebilir. Burada, bunun

_ yapilmamasinin nedeni, d, sayilarindan olugan sistemin lineer donugu—

milntin yapimamig olmasidir; 2.3’e bakmiz.

Bir kégegen matris ile lineer dénigiim, ‘agag1daki gibi basit bir ge-
kilde olur : '

d;x; =y . .

dzl X2 = ¥2 ) . (22)

d.n Xn = ¥a
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Yani D kogegen matrisi ile bir x vektériiniin Dx carpimi, d, ler ile bile-
~ genlerin ¢arpimindan olugur. Bu durum késegen matrisin, matris he-
sabindaki roliinii belirler. Bir kogegen matris, daima simetrikiir : D = D",

Kigegen matrisin elemanlar: egit ise, d; = k, bir “skaler matris”
den bahis edilir; ciinkii bu, ilerde goriilecegi gibi, bir diger matris ile
garpimi halinde, skaler k carpam gibi igleme girer. Denklem (22) de
oldugu gibi, bir x vektdrit ile ¢arpim halinde bu matris ve kural uy-
gulanir. Nihayet, birinei kogegen lizerindeki biitlin elemanlar bire egit
ise, “birim matris” I, daha dogrusu, agagidaki n-sirall birim matris elde
edilir :

1'0...0
I= 0 1...0 . (23)
0 0...1

 Birim matris ile doniigiimde x vektdrii sabit kalir :
; (24)

Bu durumda, “tzdes dtiniigiimden” bahis edilir. Ayrea, ilerde goriilece-
£1 gibi matris carpiminda birim matris, bir yerine kullaxulir. Skaler mat-
ris ise, denklem (14) geregince, gbyle yazilabilir :

KI=1k

’Ix=x

1.6. Lineer Bagwmlhlik, Rank, Tekil Mairis, Determinant.

Herbiri n adet a;* bilegenli p adet a, vektdrlerinden olugan hir sis-
. tem verilmig olsun. ‘Agagidaki sekilde bir lineer bagmtimin var olmasmm
saglamak fiizere, hepsi birden sifir olmayan, p adet ¢, sabitleri buluna-
biliyor ise, bu vektérlere “lineer bagimh” vektorler denir :

re

o+ eayt...+ca,=o0 (25)

Aneak denklem (25) den ¢; = ¢; = ... ¢, = 0 bulunuyor ise, vektérlere
“lineer bagimsiz”’ denir. Denklem (25) in ikinei tarafindaki “sifir” de-
geri “sifir vektortinii” gostermektedir. Yani vektorlerin lineer bagimlh-
gindan su anlagilr : Bunlarin uygun bir lineer kombinasyonu ile sifir
vektorii elde edilebilir. Ornek :

r

2 -1 0
a; = 1. 4= 0 s as = 1
—2 : 2/ 2
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Burada a, + 2ae-—a,3 =0 dlr Yani vektorler lineer bagimlidir.

Lineer bagimhhk halinde, ¢, sabitlerinden en az bir tanesi 31f1rdan
farkhdar, ornegin c, = 0. Bu durumda 11g111 a, vekiorti, lineer olarak

. digerleri cinsinden ifade edilebilir, bunun igin' denklem (25) i, a, ye gére

cozeriz, Ornefimizde a; =a, + 2a, veya a,=—2a,+a; veya a,=
—1/2 a; oldugu kolayca goriilebilir. Bir vektor sisteminde sifur vektorii
de var ise, bu sisteme lineer bagimh denir; ¢iinkii bu halde ilgili sa-
bit 2 0 ve digerleri = 0 alinarak denklem (25) saglanir.

'Genellikle, bir vektor sisteminin lineer bagimlh olup olmadig1 kolay-
ca gorillemez. Ancak belirli 6zel hallerde bu miimkiindiir. Ozellikle aga-
g1daki ti¢ birim vektor (genel olarak birim matrisin n adet siitun vek-
térleri) lineer bagimsizdir :

1 0 0

=10 |, e=|1]|, e= 0
0 0 1
Ciinkil
‘ ct 0 o (] 1]
cier+ et ees=]0 |+ ||+ [0]|=|c|=[0
0 0 Cy Ca 0

den ¢, = ¢; = ¢; = 0 bulunur. Birim vektorlerden, lineer kombinasyon
ile, sifir vektoriiniin olusturulmas: imkansizdir,

p adet a, vektoriinden olugan bir vektdr sisteminde belirli “maximum
sayida” lineer bagimsiz vektdrler vardir; ve bu sayiya vekidr sistemi-
nin “rank’™ r adi verilir, burada

lﬂérégl. - (26)

gecerlidir. Efer biitiin vektdrler sifir ise, r = 0 olur.
Verilen ilk drnekte r = 2 dir; ¢iinkii, vektdrlerin ikisi lineer bhagim-
g1z, ticli birden lineer bagimbidir. Asagidaki sistemin ranki yine 2 dir :

1y . -1 ‘ 1
a; = 2], ;ma=|—2|,a =0
—3 _ 3 2

Burada a, , 8 vektorleri lineer bagmhdr : 8, +'a, = 0. Fakat a,,a; ve
a,, a; vektérleri bagimsizdir; buna karsihik iicii birden bagimhdir :

a1+a2+0-as=o.
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sisteminde r = 1 dir; g¢tinkii burada vektorler, ikiger ikiger bagimhdir.
Yani bir vektor sisteminin rank, sistemin “temel farkl vektérlerinin”

a = 2 .az=("‘2 » A3 = 4

sayismi gosterir.

e o . . . .
Bir mn-matrisi A = (a;,), n adet siitun vektdriinden veya m adet

satir vektdriinden olugan bir sistem olarak gtzoniine alinabilir. Her iki
sistemin belirli bir rank: olup, buna matrisin siitun ranki veya satir ranki
denebilir. Ancak Bolim 2 de, bu iki rank sayisimn cakigik oldugu, yani
matrisin tek bir ranki oldugu gosterilecektir. Buna gbére, bu rank en
fazla, n ve m sayllarindan kiiciigline esit olur :

r=mn|, (27)

ve sifir matrisi halinde sifirdir. Verilen bir matrise ait r rankmin, 'uy-
gulamada bulunmas1 Béliim 2 de ele alinacaktir :

Sittunlar (ve satwlari) lineer bagimli olan kare matrise “tekil” de-
nir; aksi halde “tekil-olmayan” veya “diizgiin” admi alir.

Id—n;r

(28)

farkma, n sirall matrisin “defekt” veya ‘“rank diigmesi” veya “51f1rl111- _'

g1” denir; bu 6nemli bir kavramdir.

Her kare matris A igin, bilindigi gibi, a;, elemanlarimdan belirli ku-

ral uyarmca hesaplanarak bulunan bir say1 olan “determinant” vardir. -

Bu'ise, agagidaki isaretlerden biri ile gdsterilir :
| det A = det (ax) = A

burada dilzey cizgi ile mutlak deger igareti karigtinlmamabdwr. Iki si-
rali bir matris icin

| 8a1 a1z
an age

detA =

=apam—anay = A,

olup bu, malesef, daha yiiksek mertebeli determinantlara uygulanama-
yan bir kuraldir. (n = 3 igin Sarrus kurali vardir). Genel determinant
hesabl da Boliim 2 de ele alinacaktir. Katsayilar gemasmin (matrisin)
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satir veya siitunlar: lineer bagiml ise, yani matris tek‘il_ise, determi-
nantin sifir olacag1 bilinmektedir; boylece ‘“‘tekil’” bir matris

detA — 0/, ‘ (29)

ile bellidir; buna kar§111k tekil olmayan A halinde daima det A =0
olur.

“Kare olmayan” mn-matrisleri, ne diizgiin ne de tekildir, ancak ya
saurlarmn (m < n igin )veya siitunlarmin (m > n igin) lineer bagim-
51z olmasg), yani rank icin r-=m < n veya ¥y = n < m'in gegerli olmasi
hali maximum haldir. Bu tip matrislere “satir-diizgiin” veya “siitun-diiz-
giin” adi verilir. Bunlar, bazi bakimlardan, tekil-olmayan kare matrisle-
rin ozelhklerme sahiptir; bakiniz 2.2, teorem 5 ve 6. satir-dilzgiin kare
ma,trls, r=m=n, ayni zamanda stitun-diizgiindiir; yani diizgiin = te-
kil-olmayan yazﬂablhr

Nihayet, kare matrisin b1r1nc1 kogegeni iizerindeki a,, elemanlari-
nin toplamim gosteren “iz”i de Onemli bir role sahiptir : (“iz”, sp ile
gosterilecektir).

spA=s=anptarg+t...+ 8., (30)

Bu, ilerde goriilecegi gibi, matrise uygulanacak doniigtimler halin-
de, matrisin determinant: gibi “invariant” olur. Bu doniigiimlerde, mat-
risin elemanlar: degigirken, matrise ait det ve sp sabit kahrlar. Bunlar,
bu bzellife, kare matrise ait difer sayisal degerler,- yani Bdliim 4 de
verilen “Gzdegerler” ile birlikte sahiptirler : Ozdegerlerin toplam ve gar-
pimindan sp ve det bulunur. ‘

2. Matris Carpmn.
2.1, Matris Carpwna Girig.

Matris hesabimin temeli, Cayley tarafindan verilmis matris carp:-
midir. Bu iglem, lineer déniigiimlerin ardisik uygulanmasi ile olugur; bu-
rada katsayilar sgemasl, yani matrisler arasmnda, matrislerin ¢arpimm
olarak tanimlanan belirli bir bagint1 ortaya cikar.

X = {®,%,...%,) Ve ¥={¥i,¥2,..- Yo} vektorleri arasinda, asa-
g1daki bagint1 ile tanmimlanan bir doniigiim vardir :.

X =any+ ...+a1nyn]

i
e e e e e e ey
xn1=am1y1+- +amnyn]

veya x =AYy 1)
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burada A = (a,,) mn-matrisidir. y, bilegenleri ile, iigiineii bir z = {z,,
%2, ... By} vektdrii arasinda da agagidaki gekilde bir baginti var olsun :

Yi= bn Z1 + ...+ bIP Zp l
. . « . .; veya y=Bz (2)

Vo = an Z + v +bnp zn]
burada B = (b)) np matrisidir. Simdi x ile z arasmdaki direk bagnt:
istenmig olsun. Bu baginti homogen lineer yani, ¢ = (¢;,) mp-matrisi ol-

mak iizere

X1=¢C121+ ...+ CpZ |
v e e e e e A veya x=0z (3)
Xml_= cnﬂ zl+ l‘-o+ cmp zpl

geklindedir; ve gimdi verilen a,. ve b,, katsayilar: ile bu matrisin ¢;, ele-
manlar1 bulunacaktir.

¢ katsayws, -x; ifadesindeki, yani (3) iin i-ninci denklemindeki z,
bilegenin carpamdir; bu ifade ise (1) den gbyle bulunur :
X=agyi1+...+ a¥u

burada denklem (2) geregince her y, in, carpam b,, olan bir z, bilegeni
vardir; yani toplam olarak x, denklem (3) e gire carpam

.+ am nk = E 8, b rk " (4)

Cik = a1 b + 2 by + .
) r=1

olan z, bityiiklitklerine sahiptir, Boylece aranan c; katsayisinin belir-
lenmesi icin, A nin i-ninci satirindaki a,, elemanlar: ile B nin k-nine1 sii-
tunundaki b,, elemanlarimin skaler ¢arpimi bulunmug olur. Simdi ¢ = (ey)
matrisine, AB sirasinda A ile B matrislerinin garplml denir. (1) ve (2)
matris denklemlerinin ozetlenmes1 ile

x=Ay=A(Bz)=ABz=(_}z . , (5)
bulunur. Bunu oGzetliyelim : : P

© Tamm 1: mn-matris A ile np-matrisi B nin, verilen sirada, garpimi AB,
mp-matrisi olan C = AB matrisidir; bunun c;, eleman, A nm i-ninci sa-
tir1 (satir vektorii a') ile B min k-ninci siitunu (stitun vektérii b,) nm ska-
ler carpimi olarak (4) den bulunur; yani kisaca sudur :
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n e .
T . i=1,2,...,m
Cikk = Z air,brk=a»‘ | 1 &y 2 ]

r=1

(4a)

k=1,1,...,p-

Burada: a'b, ifadesi de, a' satir1 ile b, slitununun bir matris- carpim blup
bunun sonucu 1.1. matrisi e¢;, dir; yani burada ¢y bir sayidir. A nin
m adet satirindan her biri, B nin p adet siitunundan her biri ile ve be-
lirtilen gekilde tertiplenir ise, ¢ ¢arpim matrisinin elemanlari ardisik ola-
rak ortaya gikar. mp adet ¢, elemammn hesab: i¢in m. p.n adet carpim
gerekli olur; bu ise oldukg¢a zor bir iglem olup gematik bir gekilde ya-
pllabilir; zellikle, skaler parcimlar hesap makinasmda otomatik olarak,
kismi garpimlar yardim ile, yapilabilir; ancak igaretlere dikkat edilmek
gerekir. Hesap, toplamlar: ile kontrol edilebilir.

Pratik yoldan hesap igin Falk' tarafindan ortaya atilan bir tablo
yararhl olmaktadwr, Sekil 2.1. Burada her garpim elemam ¢, , A mn
i-ninci satir: ile, B nin k-nmner siitununun kesisme noktasinda ortaya ci-
kar., AB carpmimmn yapilabilmesi icin, A nm siitun sayist B nin satir
saylsina egit olmahdir. Sunu soyliyebiliriz; A ile B,

AB swasmda “garpilabilir”. Carpilabilme bakimin- .. *
dan, iki carpanm sirasinn degistirilmesi ancak m = p o !_3 |
veya m = p =n i¢in olumludur. AB ve BA carpin 2 |
matrisleri; genellikle, farklidir. BA ¢arpim matrisinin -

. iki garpam, ¢arpimda farkl rol oynarlar; yani birin: ® 4 | 48
¢isi satir ikineisi siitun olarak hesaba katilir. Bu du- - ‘

rumu birkag rnek fle agikliyahm. . A Sewl 21

1. “Ornek : C-»\«/’ S

. . i_["*' . —
N f1—2 o z 0V o
a=(i2) m(20) | j

Kare matrigler olarak 2 garpan,’2 degigik gekilde garplhr, ancak farkl Qa.rplm
matrisleri ortaya. giker : X .
1 ',
90 >( 1—2
_ <13 3—4

(T2 4—s 20| 2—2
A _
3 4] 2 13=AB 43§ 14" “=BA

! Falk, §,: Z angew, Math, Bd. 31 (1951), 8. 152, .
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a=( i) s=(2)

Burada da carpanlar iki gekilde carpilabilir; ancak AB iki sirali, BA. ise lig
sirall bir carpim matrisi olur :

14 2 1 -3
23 —1 0 2
. —12 14i—2 1 5
1 3 75 23 1 2 0=BA
0 2 |—3 g=AB 2{ 4—1 7
3. Ornek: '
) , —2 2
A=(2—1 3), B= 0—3)
4 2 ha
Burada A ile B, yalmz AB geklinde carpilabilir; BA carpimi olanaksizdir,
' —2 1
¢ —3
4 2

A-113| 8 11 AB=(811)

Daha genig kapsaml sayisal hesaplar igin- kontrol gereklidir; ve |
bunlarmm en basit ve etkilisi olan Gauss'un verdigi “toplam kontrol”, ya

siitun-veya satir toplami geklinde kullamlir. AB = C g¢arpiminda A nmin
satirlar1 ek bir satir toplami (siitun toplamlarimin satirr) olarak géste-
rilir; bu ise, A nin diger satirlar1 gibi, B ile garpilir ve boylece C nin ek
bir satirt bulunur; bunun elemanlar da C nin siitun elemanlar: toplaml-

na egit olur. Veya B carpimina ait siitunlar, ek bir toplam siitun (satir

toplamlarinn stitunu) ile gdsterilir. Bu ise, B nin diger siitunlar: gibi,

A nm satirlar ile carpilir ve bdylece C nin ek bir stitununu verir; bunun |

elemanlari ise C nin elemanlari toplamma egit olur. Ciinkii A nin her sa-
tin, diger satirlardan bagimsiz olarak, C nin. kargilik gelen satirim ve-
rir; ve bdylece satirlar toplanabilir. B nin her siitunu da, diger siitunlar-
dan bagimsiz olarak, C nin karg gelen siitununu verdlgmden, siitunla-
rin da toplanab11eceg1 anlagilir. Ornek : :

4 1

4 1 5 2—2

2—2 0 : — 31

—3—1 4 3 2 1f 132

3 21 13—2| 11 5—1 2,12 5
5—1 2| 12—5; 17 0 2 3|=5=—1
0 2 3|—65-—6|—12 8 3 6| 20—4

- giik, burada toplam carpim sayisi
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Falk tablosu, her matrisin ve her kismi ¢arpimin tek bir defa yazlacagl,
ikiden fazla carpandan olugan c¢arpimlar igin de uygundur; ornegin
P=ABCD ye D carpam ile baglanir ise Sekil 2.2, deki tablo elde edilir;
burada satir toplam: kontrolu uygulanmgtir. -Goriilecegi gibi, carpim
matrisinin satir sayist A ninkine egittir, siitun sayis1 ise D ninkine egit-
tir; ve ayrica ikinei garpammn her siitunu (ilk garpamn her satirl) carp-
ma kendi bagima- katimigtir. Hesaba A matrisi ile baglanir ise, tablo
agagiya degil saga dogru geligir ve bir siitiin toplaml 11e kontrol edilir,
Selkil 2.3.

D
c|
s | ¢ »
8 8cD
A | 4 |a8c| a0
A | Asco |
Sekil 2.3

Sekil 2.2

Burada suna dikkat edilmelidir : x = ABz bagmtisinda z vektori
sayisal olarak verilmig ise, C = AB garpim matrisinin ayrica- hesaplan-
mast agik bir fayda saglamaz. Buna kargilik, énce y = Bz vektorit B mat-
risi ile z vektoriiniin carpimindan ve x = Ay vektorii ise A matrisinin
y vektdrii ile garpimindan bulunmalidir, Yani bir vektore ait matris ile
gahigihr ve bhdylece iglemlerden kazamhr. C = AB nin bulunmasmdaki
m.n.p adet carmma ve Cz nin bulunmasindaki m . p adet ¢arpima kar-
M=n.p+m.n=n(m 4+ p) dir.
m = n = p halinde, bir tarafta n® + n? adet diger tarafta 2n? adet car-
pim olacaktir. Bu durum daha uzun garpim zincirleri igin gecerlidir. Il-
gili vektdre ait matris garpanlar:, daima garpun matnsumn hesaplanma-
sma tercih edilmelidir. Yani

z = ABCDx = Px

dbniiglimii, daima ara vektdrlerin hesaplanmas: ile yap11:ﬁal1d1r; fakat - -
ABCD = P carpim matrisi esas olarak ele almmahdir, Sekil 2.4.
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2.2. Matris Corpvma ile Ngili Teoremler. | lem (8) geregince, cebirde oldugu gibi paranteilterd agilapilir. Her iki
, N § ool isinin tanum (4) den dogmaktadir; 6rnegin;
Matris ¢arpimi, bazi bakimlardan adi sayilarin 3 pzellik, garpun matris , _
carpumi Gzelliklerine sahip iken, bazi bakimlardan | AB)C = (3 Y a;, bn)csk) = (Z Y8 by Cak) = (Z Bir 2, Dre c,;:) = A (BO).
© da tamamen degisik Szellikler gosterir. Goze en cok ‘ s\ T ) : r s rs
- garpan ve bir ¢ok defa belirtilmis olan fark sudur : : | Matrislei' ile iglemde “carpimlarm tranpoze” si kural buyuk Gnem
Teorem 1: Matris carpim komiitatif degildir; ya- & - tagir; bu kurala gore
'ni garpilabilen iki matris icin AB ve BA garpimlar: S ©)
vapilabiliyor ise, i : , (AB) =B A ‘ :
genellikle : veya daha genel olarak
" | Genel olarak: AB +BA |. 6) ! - (ABC...N)=N'...C'B’A". (92).
. Yani garpanlarin sirasi 6nemlidir; matrislerin car- dir. Bu kural, garpim tanimlarindan ortaya cikar : '
Sekil 2.4 puminda guna dikkat edilmelidir: bir matris, diger - ) : .
bir matris ile sagdan veya soldan carpilabilir. (3zel- C=AB=(cy) = (Z a; brk) .
likle bir denklemde her iki taraf, ayni gekilde, bir matris ile carpilmali- § ' r . :
dlr: Orpeglrll 1lfl.t_arafta ya sagdan veya s-oldan garpﬂ?nah'cyr. ABC N O = (AB) = (o)) = Zakr b = zb';ra'ﬂ; —BA’.
garpimlar zincirinde, yalmz dig uclar,-yani A ve N, bir diger P matrisi 1 T r :

e carpllabilir; béylece A solundan ve N de safindan carplmis olur. Car-
pan matrisle;in yer degigtirmesi denklem (6) nedeni ile, genellikle, ya- § Ayrica, ¢ok basit olarak, carpum tablomuzdan da bulunur; bunun igin

pilamaz. . . : ' Sekil 2.5, ters cevrilir.
- Kare matrislerde 6zel hallerde, AB = BA olabilir; bu halde, degige- ’ 2
bilen = komiitatif A, B matrisleri ortaya c¢ikar. Ornek : : ' n
_ s . — _ _ ) . ' 2 .
A=(2 1),13:( 1 2),AB='BA=(' 8 7). ] - gl o) #
A3 4 6 3 RN T | , o
Esit mertebeli ki}.s;:egen matrisler, komiitatif matrislerdir, yvani daima, bir- m A c ’ —:—,-- g
birleri ile ‘degistirilebilir; ve A = Diag(a,) , B = Diag(b;) igin : 3 - N
: '. 3 a '
. . ‘ C=AB = BA = Diag {a; by). ‘ ‘ ' 3 - Sekil 2.5
bulunur. Adi sayllarda oldugu gibi su gegerlidir. ‘ ' ' , _
‘chorerh 2: Matris garpumi, assosiyatif ve distributif tir; yani 1 Detefminant icin ispatlahan agafidaki teorem, burada ispatsiz ola-
' " (AB)C = A (BC) = ABC, ‘ @ rak, verilecektir! : |
(A+B)C =AC+ BC, : (8a) Teorem 3 : 1ki kare matrisin garpum AB matr?giflin determinant1.det (AB},
C(A +B) = OA - CB (8b) iki carpamin determinantlarimin garpimuna esittir : : ‘

|

it

1‘
H

A'di sayllarda oldug“u'g;bi,' cok katli carpimlarda ardigik sira deg'igtirile-
bilir; érnegin, denklem (7) geregince parantezier kaldirilabilir ve denk-

! Bak. Schmeidler, W : Determinanten und Matrizen 12}, s: 22-23.




det (AB) = det A-det B = A- B. (10a)
: neden 1le, aynca su gegerli olur :
| det (AB) = det (BA) = AB | - (108)

Benzer gekilde kare olmayan iki matrisin, mn-matrisi A ilé nm-mat-
risi B nin, ¢arpimin izi §6yle bir ozellife sahiptir :

| sp (AB) = sp (BA) . 11)
m m n .
sp (AB) = Z ab; = Z Z i b = Z 2 by ag= E b"ak—sp(BA).
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1
Omek : _
) ’ T 2
{2 1-3
3—2
- {—8 15 , ¢ 91 ,
AB = 1 14)? BA=|—7 19 12], sp(AB)=sp(BA)=6§.
8—16-13.

Adi sayilar ile hesap arasindaki bir fark, &zellikle bellrtllecektlr
bu gudur : - . Co

bB:u;' matris garpim, garpanlardan biri sifir olmasa bile, sifira egit
olabilir

[AB=0 | burada A+0,B+o0, (12)
Ornek :
a=( 172 0 e(ss) 5o
. | 12 - 12

A bir mn-matrisi, B bir np-matrisi olsun. Bu durumda,

AB = A (b, ba...., by = {Ab;, Ab,...,Ab,) = (00...0) = O
den )
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k=1,2,...,p (13)

eide olunur. Bu lineer homogen denklem sistemi, a; siitunlar1 A ya line-
er bagimli ise, triviyal-olmayan b, £ o goziimlerine sahiptir; zira a,.sii-
tunlar1 ve b, mn b, bilegenleri halinde, denklem (13) lineer bagimlilk
kogulunu gisteren '

a, by + aby+ ... +a,bx=0, (13a)

geklinde yaziabilir. B'A’ = O transpoze sistemine gecilerek, B nin satir-
larinin lineer bagimlh oldugu anlagilir.

Teorem 4: A nn, siitunlart lineer bagimi: ise, mn-matrisi Az20 igin,
AB = O olacak sekilde B =2 O gibi np-matrisleri vardir. B nin satirlar
linger bagimli ise, np-matrisi B 7% O igin, AB 0 olmak iizere, A 20
gibi mn-matrisleri vardir,

Ilerde (8-de) homogen denklem sistemi (13) igin, d, = n—r, adet
lineer bagimsiz b, c¢oziimlerinin var oldugu goriilecektir. Boylece B nin
ranky, en fazla A nin rank diismesi n—r, " ya e§1t olur; yani ry; <n—r,

veya

ra+rs=n|. {14)

Teorem 4 e ek olarak sunu verelim :

Teorem 5: A == O halinde, AB = O dan B = O bulunmas: igin, A sii-
tun-diizgiin  (Szellikle karesel tekil-olmayan) olmalidir. B £ O halmde,' '
AB = O dan A = O bulunmasi icin, B satu- duzgun (ozellikle karesel
tekil-olmayan) olmaldir.

. Buradan agagidaki énemli ve ilging teorem ¢ikar :

Teorem 6 : Yalmz ve yalmz A stitun-diizgiin (ozelhkle karesel tekll-ol-
mayan) ise, AB = AC den, B=C bulunur.

Zira
AB—AC=AB-—-0)=

den B—C = O\yani B = C bulunur..Matrisler ile hesaplafnalarda, bu-
na dikkat etmek gerekir. Diizg'ﬁn-o]mayan madtrisler, bir ¢ok bakimdan,

! Kare olmayan matrisli denklem sistemlerinde rank diigmesi d olarak, blhnme-
yenler sayist ile matris ranlimin farki alinir.
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adi saylardaki sifira benz

amaz. Qrnek Tekil-olmayan kare matris J,.. , I nin, i-inci ve k-niner satirin (veya
e -
t1l ) . I !

o Secliider gisteriner s relikle klsal iitunun) degigtirilmesi ile elde edilen matris olsun. Bu, A kare matris
s

, : B . arpilir ise, : : ) L
A= ( ; B i - g) , B = —‘; ; __3 C= 3 - i '? ) .. ‘ﬂe QJIRA halinde, i-inci satir ile k-niner satwm yer degiﬁf.lm.lemmini
b-3 2 ~3 6-5 ¢-1 9, _ ,,, AJ”; halinde, i-inei stitun ile k-nme: siitunun yer degistirmes
Burada gergekten ' ] ‘_ verir. Ornek : :
7 6 10 | : (10000][a al
AB=AC=|3 & 7 burada B +(, _ |0000C1]]a* l l“;
_ 417 17 27 JsA=[00100]]|a = 34
bulunur. 00010]]at o
. 01000j{a*—] [a
2.3. Kisegen ve Ngili Diger Matrisier.

- Bir A matrisi ile, bir kégegen matris D = Diég.(

d,) nin Bu da her hangi mn-matrisi A ya genisletilebilir; burada J,,, birinci
ayca : 1) nin garpm ko
layca yapilabilir, Kare matris A halinde , :

" halde m siraly, ikinci halde n sirali kare matrisdir.

' . . I
Benzer gekilde, tekil-olmayan kare matris X;, da, i< k diginda,

l i i ine istenen ¢ sayisi
dI 0 a11... 81, . dl 2n...d a1, ma.frisinde i ve k nin keSlﬁme noktasindaki sifir yeri -

DA =

...........

een |y konularak bulunur;
0 d, 8n1... 8y, d.a,...d, : T K, A halinde, keinel s’atl;‘ln ¢ kat i-inciye eklenir;
a11.., 44, d; 0 diay - d, 2in 1 AK;, halinde, idnei siitiinun ¢ kati k-nineiya eklenir.
AD = ......... L | = T (15b); '
An1...8,, 0 d, diag-d;a,, - 4 Ornek :
_ ' 1 10000 (a Bl
DA, 2, lar ile g garpanlarmin satir §ek]inde_garpun1, AD ise a,, larm; ,O 1000 a%— aq +ca
dx carpanlar: i.Ie siitun ge}:linde garplimasim ve}'ir. Kare -.ol'maya..n‘A ha-.; K.A=|00100 a’ = a.'4
Iinde, carpilabilme olanag: var olmahdir; yani mn-matrisi A igin, DA} H 00010 al a .
halinde D, m sirali, AD halinde ise n sirali bir kégeggn matris olur. 00001 ] : l _a.5 [as J
n sirall bir kare matris A nm, n sirall birim matris I ile garplmmda:‘ '

denklem (15) in Gzel hali olarak he

men goriilecegi gibi, A matrisi gar-}
pin sirasmdan bagimsiz ve degigme

J K-k matrisleri elemanter matris donusumlenm gi:isterirler; bunla.r
ksizin k ik v M ’
izi alir :

ise, ozellikle, lineer denklem sistemlerinin gﬁz.iimlia.riqde kulla.n:}hr.diz:'ﬁi;
dig’i gibi so;1 déniigiimier, det A nin degerini degistirmez. ve bu n

m - yukardaki paragrafta, teorem 3 den, det K, = 1 nedeni ile agiktur.

' T ‘ : - 2.4. Skaler Qarpym, Reel Vektorlerin §iddet ve Agilar.
Y, matris ¢arpimmda bir roliinii oynar. m satir ve n situnlu kare
yan A matrisi halinde, AY de I n sirah,’

. . i ini 1 arpimi, bilin-
TA da ise m sirali birim matri n adet a; ve by bilegenli a, b reel vektorlemnln skaler carp
gosterir, S ‘

“digi gibi, gdyle olur :




a;bs+ab:4+ ...+ a,by. (ukj]

Bu iki vektdr, iki siitun matrisi seklinde verilmis ise, matris hesabina
gore, skaler garpimmn hesaplanmasi, a veya b siitenunun bir satira dd-
niigmesini gerektirir. Bu da transpoze iglemi ile yapilir. Yani garpmm su
iki gekilden biri ile gosterilebilir :

b
a’b=(ay...,a,) ; =arb; +ab,+...+a,h, (18a)
by,
a3
ba=(b,...,b) [ i | =a,bi+ash,+...+a.b,.  (18b)
- E: T : o
Bu durumda : o : o o
a’b=>b'a |, ' (19)

olup bu, ayni zamanda, bir saymmn tranpozesinin gene kendisi c;ldugu dik-
kate almarak, bir carpimin transpoze edilmesi ile ilgili genel kural (9)
dan da elde edilir : (a’h)’ = ba '

Reel a vektSriiniin kendisi ile skaler ¢arpmi,
a'a=af+a§+...+a§ ' 20)

‘reel sayllarin karelerinin toplam olarak pozitif ve yanlz a = o, yani s1-
fir vektorii icin, sifir olur. a’a nin pozitif kare kdkiine vektdriin {(BEuklid)
normu, giddeti veya uzunlugu denir; ii¢ boyutlu geometrik uzaydaki an-
lamin genellegtirilmis hali gbyle yazilabilir : .

4] = Vaa ="\/? +aj 4+ +al, (21)

Uzunlugu 1 olan vektérlere “birim vektérler” denir. Keyfi uzunluktaki
bir a vektorii, normuna béliinerek, 1 uzunluguna indirgenilerek “norm-
lagtirilir”, : : '

Bir ¢ok bakimdan énemli olaa bir bagint: da Ca,uchy-Schwarz' egit-
sizligidir :

(@’ =@ a)('b) |, (22)

daha agik yazilir ise
(Zab) =(Ta)(Zbhy, - , (227
(22) den esitsizlik gu sekilde de yazilabilir :
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l2"b| = |a] bl |. (22a)

jspat igin, once reel keyfi )\ faktdrii ile, |
la —Ab’=(@—Ab)(@a—Ab)=a"a—2ha’b+Ab'bz0.

yazilabilir; burada _ A
L=ab/b'b,

almir ise, (22) egitsizligi elde edilir. Burada egit igareti a = b igin, yani,

‘iki vektériin orantili olmas: hali icindir, Boylece f:.’ = ab" ve b ile sag-
" dan carpim sonucunda yukards verilen 6zel i-degeri bulunur.

(22 a) ya gore, iic boyutlu vektdr hesabmna benzer 61ara1§ n b.OYI..lt-:
lu a,b reel vektdrleri igin de a ile b arasinda bir ¢ agisi, agagidaki gibi

tanimlanir :

a'b

~2b 4o <m. (23)
COS(P_!aiIbI 0=¢=m . |

a , b- vektorlerine, o . .

'wb=o\. . (24)

isé, “ortogonal” denir. a = )b icin, bunlar birbirine “paralel” olur. Ornek :
a'={( % 0,4,—5, laj= V50

p=(-321 2, b=V .
a’b=—15, [a}[b| =30, cos¢=-0,5, p=2m/3=120°.

Ug¢ boyutlu vektoér hesabinda, kullanilan, iiggen egitsizligi ':'

fa 4 b| = laj + |b (25)

n-boyutlu vektér uzay: igin de gecerlidir. Ispat :
a+bP=(a+b)@+b)=a'a+2ab+bbs
[a]> + 2|a’b| + [b]* = |a? + 2a| [b} + [b* = (la] + |b])}*,

burada, ikinci satirda Schwarz egitsizligi (22a) kullanilmugtir. -

2.5. Diya,dik Carpim. ‘

é,,b vekttrlerinin (siitunlarmmin) a'b geklindeki s_kaleur gar_‘plm.l “ya_.-
ninda, ikinei imkéin olarak siitun kere satir geklindeki _bagmtl yani -c‘h-
yﬁdik carpim ad’ vardir; burada vektdrler farkhh boyuttan olabilir.
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a= (a8, ve b= : iy
ise, 1 w’ (by,...0,), m ve n boyutlu iki vektér (siitun)
abr_ a-l )| b {albi"oalb“ 1 . ,’\.‘
S {];--.,bn):' et e e :0=(Cik) (26) 4
{8n § ‘ {8mbr o anb,

bir mn-matrisi olup elemanlar:

Lo =aih] | @ ]

dir; bu ise ‘m.n tane s
C nin her ¢,

ve ayni b’ niin bir katidir :

ayisal ¢arpim, yani cok bagit tipte matrisdir :

Ckzbka b d —— )
Ci:aib' urada J C=a1ab ), ' (28)

bu ise, derhal

Cab’=a(by,...,b) = (bia,...,b,a)

a arh” )
= : b = :
ap anbh’ ) )

den cikar. Yani C = aly matrisi, safir matrigin

miimkiin olan en kiigitk ranka sahiptir : e ait s1f1rrrank1 diginda,

~I‘C=_‘]_

m =n igse, C = a b’ karasel tekil olur; ve rank diigmesi d =

Yalmz determinant degi =n —1 olur.
gll, (detC=0 i o
alt-determinant da sifar olur : '}, matrisde bulunan her iki siral

a; bk a; b;
| 8 bk a; bl
Yalnmiz birinei mertebeli determi .

: biri; rminantlar, da bizzat a, b, elemanl
egit d_eglldlr, (a=o0 veya b=o trivival hali d1§1nd:a,).k e, sifira

Skaler ¢arpimda a’b - b'a,
.. o = olmasina, ka oy
tirilmesi ile transpoze matrisi igin : roihk, burada siramn degis-

=0.

ba’ = (ab’)’ = ¢’ |. | . {30)

S I N s vy

W M U

stutunu bir ve ayni a slitununun bir kat1 ve her o satir hir

o (29) -
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Ornek: a=(1—-23)Y b=(21-1)

, 1 2 1-—1
ab = | —2| @1-n= |—4—2 2|,
- 3l . 6 3-8 |
ba’ = il (1—23= 1—2 3
' — 14 _ —1 2—3

Skaler ve diyadik carpimlar, ¢ = AB matris garpimi i\fadesi icin de
kullamlabilir, Bu amag ile carpanlar ya siitun vektérlerinin satirlar ve-
ya satir vektdrlerinin stitunlari seklinde yazilir; veya sunu yazabiliriz :

al { a'by...a'b,

,(blx'--:bp} =
am a.“‘b1...a’"bp

C=AB=

Carpim, burada, diyadik éarplm, yani mp-matrisi geklinde olmak ile be-
raber, bunun elemanlari gergek diyadik ¢arpimdaki gibi sayisal carpim-
lar olmayip skaler carpimlardir :

| e =Dy ] ; | e

bu ise, carpim matrisin taniminda, denl'ile_m (4a) da kullamlmig olan bir
yazig geklidir, Veya goyle yazabiliriz : '

B o
. CG=AB =(a1,...,a) 7 =a,b’+a2b2+...+anb"
. b
AB =a;b' + a;b* + ... 4 a.b" |. : (33)

Carpim, skaler carpim olmakla beraber, elemanlar: sayisal carpimlar de-
gilde, diyadik ¢arpimlardir; yani 1 rankli mp-matrislerdir. Buna gore,
bir matris carpimy, diyadik carpimlarin toplam olarak gosterilebilir.
— Herhangi tek bir matrisin de bu gekilde gosterilebilecegi ve diyadik

: gai'plmlara a,yrllabilet:egi Béliim 2 de Iinegr denklem sistemlgri inecelenir

iken, belirtilecektir :

" - 2.6. Kuvvetler ve Polinomlar.

Kare matris A mn kendisi ile p defa carpiimasi sonucu p-inci kuv-

"wet AP elde edilir; burada p pozitif tam sayidir. Boylece pozitif tam P

d sé,yllarl ile guplai' yazilabilir :

Creaaaeee s . (31) .




30

APAT= ATA°P = AP*tY |, (34)

Asagidaki paragrafta gériilecegi gibi, bu kural, tekil olmayan A halinde
negatif tam sayilar i¢inde gegerlidir (bak 3.1.).

D = Diag(d,} kdgegen matrislerinin kuvvetlerinin almmas: ¢ok ba-
sittir. Ciinkil burada, kolayca gorillecegi gibi, elemanlar: d% olan D? de,
kogegendlr genel olarak pozitif tam say: p icin gu elde edilir :

D? = Diag (d")

.(35)

Bu tam sayi olmayan kuvvetler igin de gecerlidir; &rnegin

(36)

burada Vv d,,d, nin pozitif kabul edilen kare kokleri olup bunlar, yalniz
d; 2 0 halinde reeldirler. Buna gore, genel A matrisinin kare kokiiniin
alinmas), daha genig bilgiler gerektirir ve ancak daha ilerde yapilacaktir
(Bak 16.4 ve 20.4).

Pozitif tam sayr matris kuvvetieri yardim ile, bir matrisin tam ras-
yonel fonksiyonlari, yani matris pohnomlarl tammlanir. A, n-sirali bir

kare matris ve
P(x)=ac+a;x +arx?+...+a,x"

a, katsayih x skaler degigkenine giére m-inci dereceden bir polinom ise,
bu polinom igin

B=p(A)=aol+a;A+aA%+... +a,A" @7

geklinde n-sn'a,h B = p(A) matrisi vardir.

tirebilir :

B,B:=B;B, |. (38)

Herde goriilecegi gibi (Bak. 20). polinomlardan hareket ile ‘e, sin A,
cos A gibi genel matris fonksiyonlar:i tammlanabilir. Biitiin bu fonksi-

Teorem 7 : Aym A matrisine ait B, B, polmomlan garpmada yer degis- .

e T e

3

yonlar ise, polinomlara indirgenebilir; bu da matrislerin bir ozelligi olup,
adi sayllarla yapilan hesapta bunun kargit1 yoktur.
Ornek : :
1—2 :
px)=x2+2x+5, A= ( . |

o) (2""*) H
“ls 7l

a reel vek’tériinﬁn, a’'a norm karesinin genellegtirilmesi olarak rgel
mn-matrisi A nin Gauss doéniigiimil

B =p(A)= A2+2A+51—(

2.7. Gauss Doniigiimil.

B=A'A | (39)

olarak-tanlmlamr, Sonug, simetrik n-rirah kare matris B dir, Sekil 2.6,

3 . B’=(A’A)’:A’A=B-

Carpim, Gauss tarafindan, dengeleme hesabindaki nor-
= mal denklemlerin kurulmasinda goster11m1§t1r (bak

7*[ A M) 120).

Matrisin yapisi, aéag'ldaki gibidir :

lm

-------

Carpim matrisinin by, elemany, A nm i-ninei ve k-ninel sutun vektorlen—
nin skaler carpimidir :

| ba = a; m | . ‘ 40)

Kogegen elemanlari, siitun vektdrlerinin norm kareleridir; ve dolayist
11e pozitiftirler (a, = o harig). Bunlarin toplamy, yani A’'A nin iz, veya
. lerin toplam, “Euklid matris normu’’ N(A) ad1 verilen bir matris

normunun karesidir :
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N(A) = \/SpAA \/Za.k @

Bu tzellik ilerde, genel anlamda ele almacaktir (bak 16.5); ayni durum

A’A matrisinin pozitif pozitif def1n1t ozelligi 1dee gegerlidir (bak 11.2).
Ornek :

[ 2 1 5 3—4
A=1 0 3,A'A=(13_4), AA’=| 3 9 ¢,
[~3 2 —4 14 —4 6 13
- N(A) =27 = 33 =5,196.
Genellikle (ve kare A halinde)
' A'A+AA.
olur. Reel kare ve ’ ‘
o A'A:AA_' (42)

dzelligine sahip matrislere “normal matrisler” denir. Bunlar Bélim 4 de
incelenecek Ozdeger problemindeki belirli 6zellikler ile karakterize olur-
lar; bu nedenle de Snemli bir role sahiptirler. Simetrik ve yar1 simetrik
matrisler, hatta agaglda verilen ortogonal matrisler bu tiptendir. Komp-
lekslere genellestirme igin 4.2 ye bakinz.

2.8. Orto gonal Matrisler.

Reel kare matrislerin énemli bir sinif1, ortogonal matrisler olup, bun-
larm stitun vektdrleri, bir ortogonal birim vektdrler sistemi verirler :

aiay = 8;:: (433)
burada 8, Kronecker sembolii olup, i3~ k icin o ve i =k 1§1n 1 dir; ya-
ni I birim matrisin elemanlarina egittir. Yukarda gésterildigi gibi, siitun

vektdrlerinin skaler garpiml, A’A matrisinin elemammna egit oldugundan,
denklem (40), denklem (43a) ya gore

lara=1| o "‘(‘44;.)

ortogonal matris A nin karakteristik 6zelli§i olarak yazlabilir. -
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Bir ortogonal matris, daima tekil olmayan bir matrisdir. Bu
¢ at + et Ckak+-... + C;an= 0

lineer baézmhhk zelliginin soldan a,’ ile carpilmasmmdan anlagilir. Bura-
da denklem (43a) dan dolay:, geriye c¢x.1 = o0 kalr; bdylece biitiin

= o olur; bu ise a, siitun vektdrlerinin bagimsizligm gosterir. Ayri-
ca yukarda verilen determinant teoremi 3 denklem (10), denklem (44a)

- ya uygulanarak

_detA”.det A = detl

i/

pulunur; veya bir determinantda satmr ile siitun yer degistirebileceginden
det A’ = det A elde edilir; ve birim matrisin determinant1 1 e egit olur:

(detA)Y =1
veya , .
detA==1 (45)
bu da ortogonal matrislerin bir diger &zelligidir. Simd_i denklem (44 a)
sagdan itibaren A’ ile carpilir ise, asosiyatif kural
- (A’AJA’:A’tAA’):A’, -

kullamilarak ve A’ tekil —‘olmayan bir matris oldugu bilindiginden denk-
lem (44 3) ya ek olarak su elde edilir:

|AA—I S | (44b)

veya

eyl 36y

yani, siitun vektorleri yaninda, bir ortogonal matrisin satir vekidrleri de
ortogonol birim vektorler sistemini verir. Ortogonol matrisler de A’A

= AA’ den dolay1 yukarda belirtilen (reel) normal matrisler smifina gi-

rerler. (44) denklemleri ayni zamanda, agagidaki paragrafta gdsterilece-
# gibi, A ortogonal matrisininA’ transpozesinin, kendisinin “invers mat-
risi” olacagm belirtir.

A ve B egit n-sirali iki ortogohal matris ise, bunlarn AB ve BA car-
pimlary da ortogonal olur :

.3
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(ABY (AB)=B'A’AB=B'IB=B'B=1,

(BA) (BA)=A'B’'BA = A'AI=A"A=1.
Bu tnemli ézellik, yani ortogonal déntiglimlerin ardllg.]k yvapimasiin, bir
tek ortogonal doniigiime egit olmasi, bu iglemlere (assosyatif kural ve
I bir eleman ve invers elemam A’ = invers matris olmasi halinde) gu-

rup kavrammin genel cebirsel karakterini verir!. Ortogonal doniisiim
fein 5.6. ya bakmz.

Ayn zamanda simetrik, yani A’ = A, olan bir A ortogonal matrisi,
denklem (44) geregince

=1, - (46)

bagintisim saglar. Bu tip bir matris ile, 2 defa lineer déniigiim yapilmas,

Ozdeg doniiglime egit olur; yani baglangic sistemine gétiiriir. Bu tip mat- . .

rislere “involut matrisler” denir. Birim matris de, hem ortogonal hem de
simetrik dir; yani involut matrisdir.

Ornek : Diizlemsel dénme matrisi

A= (cosq)—- sin ¢

) ), detA =1.
sing coso

2. Dénme ve katlanma matrisi; involut matrisi

A= (coscp sin ¢

. )! dEtA-z_l, A.2=I.
Sln ¢ — CcOsS ¢

3. Invers Matris.

3.1, Invers Matris Kavrams ve Bulunmass.
Belirli, n-sirali kare matris A = (a,,) halinde n adet x;, y, bilegenli,
.X ve y sistemleri (n boyutlu iki vektdr) arasinda
’Ax:y' | o

geklindeki 'lineer doniigiim, daha acikeca, |

1 ' BaKk. G. Feig! ve -H. Rohrbach : Einflihrurg in die Héhere ve Mathematik, 8. 181
Berlin/Goéttingen /Heidelberg : Springer 1953
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anX1+ ...t apX =N
, 1)

denklem sistemi verilmis olsun. Bu sistem verilen x = (%, Xa...X,)' vek-
toriiniin ¥y = (yy, ¥2...¥»)’ doniisiimiinii hesaplamaya yarar. Ancak bu-
rada problemin tersi bahis konusudur. Yani x, ile y, arasmda, x, ye go-

; . re ¢oOzillmils bir bagmf1 istenmektedir. Bu bagfmtl da lineer homogen
~ yani : -

X =0\"IIY1"|‘ s + DhnYn l
PPN . 2)

X =€ny1+... '_+'annyn ]
geklinde 6lacakt1f; burada o, elemanlarinn 'oll}gturdug'u n-girall katsa-
yilar matrisi vardir. o, larma bu matrisi, A~! igareti ile, A-U'= (e,) gek-

linde gosterilir ve buna verilen A matrisinin invers matrisi denir. (2')
bagintis1 da kisaca goyle yazlabilir

x=A"y |. | )

Biitiin bu iglem, yani denklem (1) deki sistemden denklem (2) deki sis-
teme gecis denklem sisteminin tersine gevrilmesi, yani lineer doniiglim
adim alir; ayrica sayl yerine harf ile gdsterilmig ikinci y, taraflar hali-
ne ait géziime, belirsiz ¢bziim denir. oy, elemanlarma “etki sayilar1” denir;
ciinkit bunlar y, biiyiiklifiiniin %, bilinmeyenine yaptig1 etkiyi belirt-
mektedir.

A-! invers matrisini bulmak icin, bu matrisi verilmig farz edelim.

Bu takdirde (1) in soldan A-! ile garpim sonucu, A~' Ax = A~'y gek-
lindeki (2) yi verir; bunun igin A-'A yerine

ATlA=1 . ' 3

konur. Yani (3) denklemini saglayan A-! matrisi a_ranmaktadir. Bu ise,
ayni zamanda siitun-diizgiin, yani tekil-olmayan A matrisini 6ngoriir.
Ciinkii :

‘cla1+...+clai+...+Ecnan|=o

g ‘dan A-! in i-inei satir vektdrii o' ile carpimi yapilarak ve (3) dikkate
alinarak :
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Ci'1ﬁ0,

(5a)}, (6a) ve (3) denklemlerini gu gekilde yazalim :

bulunur; yani biitiin ¢, ler sifir olur; bu ise a, siitunlarmin bagimsizh
n1 gésterir. Béylece problemin ¢dziimlenebilmesi igin gerek kogul

[aa=aaT=1] @

i ; ' ] detA +0 . (4): bu invers matrisin karakteristik Ozelligidir. (1) den (2) ye gecig halinde
ohir. Bu ayni zamanda yeterli koguldur. Zira A-lin hesaplanmasmda,, Ax=y ul . Q)
n adet Gzel denklem sistemi (1) den, yani saf tarafi k-nme1 birim vektir S x=A7ly @
e, olan : CoT , 4 : .4 I
' Axy = e, ', ki=12,...,n ®) ‘:L‘ (2), (1) in A-!ile s.;olc'fan garpllﬁna.\.‘m y_e. (7) nin ‘g-ijzi:}ni.ine al.lnmam ile
A pulunur. Sayisal verilmis y vektorii halinde, x, bilinmeyenlerinden olu-

san X vektoril, lineer denklem sisteminin. Gauss algoritmasina goére ¢o-
ziimlenmesi ile hesaplamr. Bu durum 6. da ayrintilan ile incelenecektir.
Buna kargihik A-! in, daha sonraki A-'y c¢arpimi halinde, acik hesakbi
daha fazla iglemi gerektirir. Invers matris, agik olarak, cok az kullam-
hir. Bunun Onemi, teorik diigiincelerin uygulanmasinda gekilsel hesap
olanaklarim1 vermesidir. E ‘

den hareket edilir. Bu sistemler ise, ancak, A tekil olmgyan bir matris isé, ; B
goziimlenebilirler. (5} ile A-'in garpimi, (8) gdzéniine alinarak E

ATAX = x, = A ley,
verir; burada, sag tarafta. A-! in k-mine1 siitunu o bulunmaktadir.

Invers matris de, yﬁkarda A icin sbylendigi gibi ve burada AA-! =1

Boylece
' Xy = o ., k=12,...,n, (6) * dan anlaglacagl iizere tekil-olmayan bir matrisdir. 2.2. denklem (10)
ve buradan- : : ] " da belirtilen Teorem 3 den, ‘

Teorem 1: A™ invers matrisinin k-ninc1 siitunu X, tekil-olmayan ‘A kat- | detATT=1/A : (8

sayilar matrisli ve sag tarafinda k-nme1 birim vektor e, olan (5) denklem
sisteminin ¢Oziimil olur. . '

bulunur; burada A = det A dir.

Boylece basit .baz hesap kurallari ortaya gikar. Transpoze iglemi
ile AA-'=1] den (A-)'A’ =1 bulunur; ve A ile birlikte A’ niinde bir

Boylece problem, pratik olarak goziilmiigtiir. Sayisal uyguiama. 6. §
3 invers matrisi oldugundan su yazilabilir :

dadir.

n _adet Xy = oy sUtunlu, n-sirah X matrisi, ikinei taraflart e, , T birim "Q ' .
matrisi yardim ile gosterilir ise, (5) ve (6) denklemleri, matris denk- (A)-! = (A™Y’ (9)
lemleri olarak gbyle yazlabilir : - Lo - ' ' :

Transpoze matrisin invers matrisi, invers matrisin transpozesine egittir.

S | (5a) BE ,
’ Bu neden ile simetrik A matrisi halinde, A-! de simetriktir,

) . (6a)

AX=1
X=A"

~

kelimeler ile : Ayrica 2.2. deki (9) bagintisina benzer bir diger baginf:

Teorem 1: A-? invers matrisinin k-mmner siitunu o, tekil-olmayan A kat-
sayllar matrisi ve ikinci taraf n-kath I birim matrisi olmak lizere, (5a) ‘G
denklem sisteminin ¢bziim sistemi X olarak bulunur. ) -

(AB)'=B-1A"! |, (10)

gecerli olur; bunun dogrulugu
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(AB)—IAB =B A TAB=B1IB=B"'B=1 ) '- Bu Aik tiimleri ile ve transpoze olmug sirada olugan yeni matrise,
den aciktir; genel olarak, su yazlabilir : . .‘;' A ya Ek matris ad1 verilir; Aqg fle gdsterilir :
(ABC.. Ny 1=N"1, .0 1B-1ATY, (108.) Agy Ant. An .
| A= (g = | A barde (19
Tekil olmayan matrisler icin,. kuvvet kurallari negatif kuvvetlere adf = MRS ’
de uygula.nablhr Pozitif tam sayilh p igin gu tamim verilir - 3 A Ao A ]
A7P=ATr , A=I1. dir. (11) Ornek : ‘Agagida, verilen matrise ait tiimler goériilmekiedir.
Bu durumda keyfi (poz1t1f ve negatlf) P, dq tam sayilar ile gu ya.zﬂa- [3 1—2 Y
bilir : 3 A A=[2 4 3
APAT= ATA? = APH ’ (12)': |1 -3 0
Koégegen matrisler D = Diag (d;) ler i¢in, d, 70 1le D-! = Diag (l/d) .' Ay = I 4 3 =9, Ap=-— 2 3‘ =3, Ag= 2 4‘ = —-10
bulunur. . S -3 0 10 1-3
: 1-2 3-2 3 1
3.2. Bk Matris, y, Formiili. | - - —3 01 o '1 0‘ : “ .1—3\
Asagida okuyucunun yeterli bir Olgiide bildigi kabul edilen ba. Aal = ‘1—2 —11 Aw = 3—2| _ 13, A = 13 1 10
basit determinant bilgileri ve teoremlerini kullanacagiz; aksi halde lit AR - 2= 7 e I =
ratiirde verilenler ve diger ilgili matematik kitaplarina bagvurmagi tav- :
siye ederiz. 3 Yani ek matris gdyle olur :
n-sirali A = la;,| determinantmin a;, elemanlarma ait alt determ . g 6 11
nant, a,, elemanmmn mindrii, katsayilar semasinda i-ninei satir ve k-nmeiy A = l 3 2-13
siitun (elemanin satir:’ ve siitunu) atilarak elde edilen (n—1) swrah de- [—10 10 10

terminanttir. _
Tiimler kullamlarak determinantlarin agmimi teoremi gbyle ifade

E edilebilir : A determinant degeri, isaretli determinantlar ile bir satmr ve-
| ya stitunun elemanlarinin carpimlarinin toplamidir; yani tiimler kullam-
. larak :

Bu alt determinanta (-—.1)l+k igaret carpani ‘verilir; yani elemamﬁ"
konumuna gére agafidaki gekilde art1 veya eksi igareti ile gosterebilir]
ise, . 3

+ -+ —

-+ -t i-nici satir -clemanlarina 1

+ - + — A= a1 Ail + ai Aiz + ...t a0 Ain gﬁre aglnim . _ ( 43)

— -+ o L

........... . A=an Ay +an At ...+ agAy| Bmunc situn elemanlan- gy,
- na gore agnim

buna a,, elemanma ait A;, cebirsel tiimleri denir. Kare (dilzgiin veya te-3
kil) bir A matrisinin her a,, eleman: icin. bdylece cebirsel tiimleri Al
tammlanmlstn'

3 Boylece, trnekteki A determma,ntl, birinei satira veya 2 inci siituna gore
Soyle acihir :
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A=3.9+1.3+2.10=250
=1.3+4.2+3.13=50

(14a) acimmnda i-inci satin a;, elemanlar1 yerine, paralel (j=21i)
satirlarm a; elemanlar: konulur ise, ve bu esnada i-inci satira ait tiimler
A, korunur ise, sonug, i-inci satin ile, j-inci satir1 ayni olan bir determii-
nanta egit olur; bu ise bilinen determinant teoremi geregince sifira egit-
tir. Ayni digiince (14b) deki siitunlar icinde dogrudur; bhdylece yukar-
daki a¢cmim teoremine ek olarak su formiiller elde edilir

ap A - apAn+ ... +ap A, =0 | i*jigin (152)
an AptanAn+...+agAn=0] k¥ligin (15h)

(14a), (15a) denklemlerinin birinci taraflar1 A nin bir satir1 ile Ay

nin bir siitununun skaler garpimini gésterirler; buna kargihk denklem
(14b),. {15b) de A nm bir siitunu ile Ay mn bir satirmn garpmmi var-
dir; diger bir deyimle burada AA,y ve A A matris carpimlarmin ele-
manlart bahis konusudur. Béylece her iki denklem ¢ifti agagidaki mat-
ris denklemi geklinde yazilabilir : -

[A40...0]
AAaai=A,de,= Al= 0A...0 (16)
(0 0...A]

Tekil A matrisi halinde, sifir bulunur :
AAg=Ay4A=0icin detA=A=0"

A tekil-olmayan bir matris ise, denklem (16), A ya bdliinebilir; ve
bu durumda A ile béliinmiig A,,;, invers matrise egit olur :

L1 1
A7l = "Aadjzz

A (A |, 1n

boylece, invers matrisin «;, elemanlar igin bir formiil bulunmug olur :
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ik = Kl Ay . | (18)

Ornegimiz igin : :

98 1 0,18 0,12 0,22
A"'= | 8 2—13[=| 0,06 0,04—0,26].
|—1010 10 [—020 0,20 0,20

iki sirali matrisler icin, agagidaki sonug kolayca gortliir :

a1 a 41 A —an " .
A:,( ! 12), A 1:—-( ) burada A = aj;a; — apzan |- (19
az an —ap an ‘

Bu ek matris yardim ile, lineer denklem sistemlerinin teorik ince-
lenmesinde énemli olan ve Cramer kurali denen formiil kolayca cikaria-
pbilir, Bu formiil x, goziimlerini iki determinanfin orani geklinde gésterir :

Xi=Ai:A N - ] (20)

" burada A == 0 olan katsayilar determinantidir; buna kargihk A, pay de-

terminantlari, A dan su gekilde bulunur: A nm i-ninci siitunu yerine
ikinci taraf y, nin siitunu konulur. Bu kural -

Ax=y. . . {21)

in, ek matris A,y ile soldan ¢arpimas1 ve (16} denkleminin gdz Oniine
alinmags1 ile bulunur :
Axi= Ay, (22)

bu ise agagidaki denklemlere ayrilabilir :
Axi=y1A1i+y2A‘2i+-..+y-nAni.=Ai' _ (23)

Burada sagdaki toplam ifadesi, yukarda gosterilen A; determinanti
olup, y; elemanl i-ninci siituna gore acinarak bulunmugtur. Denklem
(23) den su gikar : (21) denklem gisteminde x, digindaki biitlin bilinme-
yenler yok edilirse geri' kalan bilinmeyen, A = det A carpanma sahip
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olur; buna kargiik sag taraf A, determinantidir. Katsayilar matrisimi-
zin tekil-olmayan, A s 0, hali i¢in, denklem (23), keyfi y, ikinci taraf-
lar1 halinde, — ki bunlar denklem (23) iin ikinci taraflar1 A, de vardir;
Cramer kuralinag gore goziilebilir —. Bu kural teorik bakimdan x, ¢oziim-
lerinin ifade edilebilmesi igin, ¢ok degerli olmakla beraber, daha genig
kapsamh denklem sistemlerinde ¢bziim kurali olarak —mn { 1 adet
A,A(, ... A determinantlarmin acik hesahi icin — higte uygun degildir,
Bir denklem sisteminin pratik ¢6ziimii daha ziyade, yukarda belirtildi-

&1 gibi Gauss algoritmasi seklindeki bir ardigik ve saysal yok etme ig-

lemi ile yapihr. Bu ise Bélim 2 de ayrmtilan ile ele alinacaktir.

3.3. Mairis Boliimii.

Matris carpiminin komitatif olmayan karakterine uygun gekilde, bsl-
~ me ad1 verilen ters iglem ic¢inde iki tip ayirt edilir : bunlar verilen A ve
B matrisleri ve aranan X matrisi halinde, gu iki problemdir :

AX=B]|, : (24a)
XA =B|. | C (24D)

Her iki prdblem, tekil-olmayan A halinde, genel gekilde cziilebilirler;
ve bu durumda X coziimit denklemin, birinci halde soldan, ikinei halde
sagdan invers matris A-! ile garpilmasmndan bulunur.

X=A"'B |, | (25a) -
| X=BA" | (25b)

Iki sonug, genellikle, farklidir, Ancak A ve B, yer degigtirebiliyor ise,
AB = BA olur. A matrisi, tekil-olmayan matris olarak kare matrisdir;
B ve X matrislerinin bdyle olmalar1 gerekmez; yalmiz yer degig-
tirme 6zelligi olmabdir. A matrisi n-siral: ise, birinei halde B matrisi
np tipinde olabilir (keyfi p i¢in) ve bu durumda X de ayni tipten olur;
ikinei halde ise ikisi birden pn tipindedirler.

Bolmenin gercek uygulanmasi, yani A-! B ve BA-! matrislerinin
hesaplanmas1 A-! ile carpilarak yapilmaz; ve invers matris bilinme-
digi stirece zaten miimkiin olmaz. (24a) problemi, A katsayilar matrisli
ve p-kathh B = {(bib,... b,), ikinci tarafli bir lineer denklem sistemi ka-
bul edilir. Coziim sonuclar:, yani p adet x, vektdrii, bu durumda aranan
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X = (x;X,... X,) matrisinin siitunlara olur. (24b) problemi halinde,
transpoze iglemi ile.

‘Afx.r:Br

bulunur; yani A’ katsayillar matrisli ve B’ nin p adet slitununa sahip
bir denklem sistemi gﬁiﬁliir. Bu siitunlar, B’ nin ikinei tarafin: olugturan
p adet b! satirlar1 olup, bunlara ¢oziim vektorleri olarak X' niin p adet
slitunu karg: gelir. Bunlar ise X in p adet X' satirlamdir. Her iki problem-
de analitik olarak birlegtirilebilir. Pratik uygulama 6.6. da verilmigtir.

4. Kompleks Matrisler.
4.1. Kompleks Matrisler ve Vektorler.

Simdiye kadar bir matrisin elemanlari, ekseriya s&ylenmeksizin
reel sayllar olarak almmigtir. Bilindigi gibi say1 kavrami, kompleks sa-
yilarin da iglemlere sokulmas) ile gerekli olan geniglife sahip olur. An-
cak bunlarin yardim ile matematifin temel problemleri, 6rnegin .cebir-
sel denklemler coziilebilir., Ayni gekilde, elemanlar: kompleks sayilar olan
kompleks matrisler de, teori ve uygulamada 6nemli bir rol oynarlar.

Kompleks matrisler ile gahgma sirasinda, kompleks saylar ile he-
saptan bilinenlere benzer belirli dzellikler ortaya cikar. Orada x =u 4 iv
gibi bir kompleks sayismin karesinin hesabi karakteristikdir; bu ise bu-
rada reel sayilarda oldugu gibi, x in karesi olarak degilde eglenik komp-

leks x = u—iv sayis1 ile garpilarak
% = xxf= ul+ V=12, Q@)
geklinde bulunﬁr. Zira, yalmiz bu gekilde, her hal igin reel ve pozitif (ve-

ya sifir) olan bir say1 elde edilir. Eglenik kompleks sayilarin bu garpin
iglemi, kompleks matrisler ve vektdrler iginde, karakteristiktir.

- 11k 6nce x; = 1, - iv, bilegenli x kompleks vektoriinii ve X = u —iv,
bilegenli X eglenik kompleks vektoriinil ele alalim. Her iki vektor reel ve
sanal kisimlara ayriabilir : -

x=u+iv,

xX=u—iv
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burada u, v reel vektdrler olup bilegenleri u; ve v, dir. Kompleks vek-
toriin, giddetinin karesi, yani normunun karesi denklem (1) e benzer ge-
kilde x vektorii ile bunun eglenigi olan X vektdriiniin skaler g¢arpimi ola-
rak

XP=xx=@—ivi@+ivy=vu+vyv, (2)

geklinde bulunur, daha agik birifade ile
Xx=W+v)+ @+ v+ @V = P (@)

Ancak bu halde norm, sifir vektirii diginda reel (pbzitif) bir say: ol-
dugundan, “l'e normlagtirma” daima miimkiin olur, bunun icin herhan-
gi bir vektdriin giddetine boliinmesi yeterlidir. Burada, bagka yerlerde
ortaya ¢ikan, eslenik transpoze X' wvektoril igin agagidaki yazg gekli
kullanilmaktadir. '

(3

%
Il

»
*

Bdylece norm karesi
|x[* = x *x.
olarak yazilr. o

n-boyutlu x ve y kompleks vektérlerinin skaﬁer carpimi olarak x'y
ifadesi yerine x'y veya y'x ifadelerinden birinin tanimlanmasi uygundur
Skaler carpim

2 1))

olan iki koxhpleks vektdre birbirine gére “iiniter” denmilir; bu ortogonal-
hgm komplekslere genellegtirilmesidir, yani eslenik ortogonallik bahis
konusudur. Reel bdlgede, iiniter ve ortogonal ka,vra.mlarl ayni manaya
gelir.

Ortogonal birim vektérlerinin komplekslere genigletilmesi, koinpleks,

1 e normlagtirilmig finiter x; vekidrlerinden olusan bir sistemdir ve bun- -

lar igin

(5)

E )
X; Xk = &

bagintisy, §;;, Kronocker sembolu olmak iizere vardir; bu sisteme “Uiniter
vektor sistemi” denilir, i
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Bir vektor gibi, a; = by, + ick elemanli kompleks A matrisi ve

A = by, —icy, elemanli eglenik A matrisi de reel ve sanal kisimlara

ayrilabeilir :
’ A=B+i0C,

"A=B—iC

burada B = (b,) ve C = (c;) reel matriglerdir. Burada da eglenik
transpoze matris

(6)

A=At

ile iglem yapilmasi, bir-cok bakimdan, uygun olur. Bu durum, &zellikle
agagida verilenler igin gecerlidir.

4.2. Kompleks Matrislerin Ozel Sekilleri.

Reel matriglerin en onemh ozcl gekillerine ait karakteristik ozellik-
lerin, bilhassa simetrik, yar1 simetrik ve ortogonal Ozelliklerinin komp-
leks bblgede gegerli olmas: isteniyor ise, reel bblgedeki tanmmilar kelimesi
kelimesine doniigtiiriilemez; ancak transpoze matris yerme, eglenik trans-
poze matris gelecek gekilde yazilabilir. Bu durumda, basit ortogonal Gzel-
lifi yerine eglenik ortogonallik yani {initeler Szelligi, simetri veya yari
simetri yerini de eglenik simetri alir. Bunun ig¢inde 6zel semboller verilir:
Bu durumda Hermitsel ve yar1 Hermitsel matrislerden bahis edilir

{Charles Hermite 1822 - 1901).

Reel simetrik bir matrisin, kompleks genellegtirmesi olarak Hermit-
sel matrisi

‘A*=A ) (7

dzelligi ile tammlamir; bu ise A = B 4-iC halinde, reel ve sanal kisim-
lar ve

B' =B/ reel kisimla simetrik ' (8a)
C/ = — €| sanal kisimlar yari-simetrik {8b)

geklinde ayrilir. Boylece kogegen elemanlar: reel olur; a; = bn. Reel
bolgede Hermitsel matris, simetrik matris ile, tam sanal bolgede ise
yaril SImetrlk matris ile gakigr. Kompleks (ne reel ne de tam sanal)
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simetrik bir matrisin karakteristik 6zellikleri yoktur; ve boylece dnem-
I degildir.

Reel, yar1 simetrik matrisin kompleks genellegtirmesi olarak “yan
-Hermitsel matris” '

A¥*=—A ‘ . ©)
geklinde tanimlanimg bu ise yine

‘B’ = — B} reel kimmlar yari-simetrik | (10a)
|C’ =C sanal kismimlar simetrik {10b)

seklinde ayrihir. Kdgegen elemanlar: tamamen sanaldir : aj; = ic;;. Reel -

bolgede yart Hermitsel matris yamn simetrik matris ile, tam sanal bol-
gede ise simetrik matris ile cakigir. Kompleks (ne reel ne de tam sanal)
yarl simetrik matris de, karakteristik &zelliklere sahip olmadigindan il-
ging degildir.

Reel ortogonal matrisin, kompleks genellegtirmesi “iiniter bir mat-

rig” siitun vektdrlerinin’ iiniter bir vektdr sistemi” olugturmas: ile ta-
nimlanir : . : '

a;d, = a%a = &y (11)

bu ise, kendisinden c¢ikan satir vektorlerinin benzer ozelligi ile birlikte
agagidaki tamm denklemini verir :

A*A=AA*=1 (12)

veya

A*=A"1|, _ (13)

Denklem (12) den agagidaki determinant bagintisi bulunur ;

detA’'.detA = (detA).| detA =detA?=1,

|detA| =11, (14)

Reel bolgede Uniter matris ile ortogonal matris calagr.
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Her ii¢ Ozel gekil, agagidaki 6zellik ile tamimlanan, daha genel bir
smifin, yani “normal matrislerin” o6zel halleridir :

s

’ A*A = AA* |

Hem Hermitsel, hem de iiniter (veya hem simetrik hem de ortogo-
nzl) bir matris A* = A ve A'A =1 agagidaki Ozellige sahiptir :

Al=] (16a)

ve “involut” adim alir. (Geometride, iki defa uygulanmasr ilk gekli
yani 6zdes gekli veren tasvire involus-
§ H & H 0 U  yon denir). Hem yari-Hermitsel, hem

sl o | pe // m | | =] de initer (veya hem yarisimetrik hem
‘ de ortogonal) bir matrisin -

iyl pe | o | Im / - | v .

. % T

) A | e

I’ | =
#) m / Re | ® | — | I | &zelliig vardir; buna “yari-involut” de-
nir. -

a] Iv — I | — . re

‘Burada incelenen matrislerin iic¢
dzelliklerinin arasindaki bagmnti Sekil
_ 4-1 de verilen bir dzellilk matrisi ile

Sekil 4.1 gosterilir : Bir satirin solunda, bir sii-

funun baginda ve satir ile stitunun kes-

me noktasinda verilen ¢ &zellik birbirine baghdir; burada agagidaki
kisaltmalar kullanimigtir :

gl — | v — | Ir Re [ ]

S : simetrik S @ yar simetrik
H : Hermitsel . H : yari Hermitsel
Iy : Involut : Iv'  : yar1 Involut
O  : Ortogonal U : Uniter

Ee : Reel . Im : tam sanal

Ornegin gema sunlar: belirtir
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Simetrik reel olan bir matris, ayni zamanda Hermitseldir; Simet-
rik ve ortogonal olan matris, ayni zamanda Involut tur; iiniter simet-
rik bir matrisin karakteristik Szellikleri yoktur. Ayni zamanda simetrik
ve yari simetrik matris, sifir matrisi diginda, yoktur.

Her kare matris A, 1.4. deki denklem (19), (20) de oldugu gibi
H ve K Hermitsel ve yari-Hermitsel kisimlarma ayrilr :

A=H+K . o
burada _ . 40
H=1% (A+ A% Hermitsel ! 18
K= %.(A—-A% yar:-Hermitéel - e
Ornelkler :

a) Hermitsel Matris :

H:( bn.' b -1icn ]
biz—iec:a  ba -

b) Yar1 Hermitsel Matris :

K=( iegp bp 4 1iecp,

. —bi+iecy iesg [°

¢) Uniter Matris : L

A= f:o_s @ isin g _

. ising coso

d) Involut Matris :

A"_:(clos.cp sin @ B = —CosQ isin ¢
sin @ —cos @ —ising ising/’

A simetrik ortogonal, B ise Hermitsel iiniterdir.

4.3. Kompleks Matrislerin Reel Sekli.

Kompleks saylar, yani reel sayi giftleri, reel elemanlar, saymm
ree_l.ve sanal kisimlarindan olugan iki sirali kare matrisler ile gdsteri-
lebilir. Kompleks sayilar bélgesindeki reel ve sanal 1 ve i birimlerine
agagidaki matrisler karsihk gelir :

el 0 . _f0—1 ‘
0 1 1'_(1- 0) ‘ (19)

buna gire
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e icin bu durum agiktir: Anecak i matrisi, i saylsmln'kendisi ile garpimi
sonucu negatif birimi vermesi seklindeki karakteristik Szellife sahiptir;

p= (01 '0——1>:(—J. 0)=_
l (1 0)(1'_.0 0—18 €. (20)

. Yani burada i yari-involut bir matris olmaktadir.

Reel x s‘aj-rlsmln‘xé skaler matrisi seklinde gésterilebilmesi yanmda
tam sanal iy sayisida yi matrisi ile verilebilir; boylece z = x + iy komp-
leks sayisina reel matris! :

z:ex+iy=("“y)' (21)
y X

- ve eglenik- kompleks; — x — iy kompleks sayismna

’:;‘=ex—-iy=( x y) , @
| T -y % |

matrisi kargihk gelir; buna “eglenik matrig” adi verilir: Bu matris,
Z nin sagdan ve soldan ‘ '

1o o
_ I - 23
e=(5_o) @)

involut matrisi ile carpilmas ile

o 24)

Z=kzk

-geklinde elde edilir.

1 Z kompleks sayis1 ve Z matrisi birbirine egit degildir. Burada 2 farkli matematik
bllyiiklik vardir; ancak bunlar birbirlerine asagidaki gekilde kargt gelirler : ana-
litik bagintilar, her iki bolgede yani, kompleks gayilar bolgesinde ve ilgili mat-
risler bdlgesinde, birbirlerine kars: gelirler; baginta kurallarimn gecerli olmasi
halinde, matematik bélgelerin birbirine bu gekilde tasvir olmasina *izomorfluk”
denir,

F. 4




50

ip _ . " .
e'? = cos ¢ + isin "dénme carpimina”

. [COSE —sino
- (25)

sing cos¢

donme matrisi kargt gelir; bu ise agagidaki gibi bir ortogonal matrisdir :

: ¢ o = ( cos @ -Sincp)(coscp—sinqn):(l O)_

—sing cosg/\sing coseo o i/

Bu‘ durumda Z

z=r'c ’ ' (26)

seklinde yazilir; bu 'ise Z = rei? gekline ké,rgihk gelendir ;

o Tek kompleks .Z sayismna, iki swali reel Z matrisinin kars: gelmesi
glb%, n:s_1ra11 komp_le.ks‘ matris A = B + iC iginde 2n-sirali reel matrisi
verilebilir; bunun icin, ya her_kompleks eleman a;, = by + iey, yerine

b —ei
a-j =
= o) | @

fnsmi mat;-isi konulur; veya reel-sanal kismlar agagidaki gekilde aym-
Ir:

_[B-C -
g (0 B) (28)
2n-girali involut matris
N
% = ( . —1') | 29)
yardim ile U den eglenik matris 0
" B O
Bemum=( 7).
S e

bulunur. Burada
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Kompleks Hermitsel A matrisine, bir reel simetrik 0
» yar1 Hermitsel matrise, reel yam simetrik U
» uniter A vya, reel ortogonal U matrisi

kars1 gelir.

4.2. deki kompleks matris érneklerine agagidaki reel ifadeler karg1 gelir :

a) Hermitsel matrisin reel gekli : Simetrik

by b 0 —cu
_ bz bz €2 0 -
W= .
0 ¢z bn bn
—cz O bz bar

b) Yar: Hermitsel matrisin reel gekli: yar1 simetrik
0 biz —ciy —cCi2

—bz 0 —Ciz—0Cn
cp ¢z 0 b2

Ci2, Ca —byz 0

¢} Uniter matrisin reel gekli : ortogonal

cos @ 0 0 —sineg
0 coseo —sin @ 0 -
H= .
0 sine cos @ 0
gin ¢ ] 0 cos @

d) Hermitsel-uniter matrigin reel gekli: Simetrik-ortogonal

—cos @ 0 0 —sin ¢

B = t cos @ +sing 0
0 sing — cos¢ 0
——3in @ 0 0 cosQ

Kompleks matrislerin reel gosterigine ait Onemli bir uygulama,
kompleks katsayill lineer denklem sistemlerinin incelenmesinde ortaya
gikar, - Co e ]

1A
P g R
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Ax=a ] , (31)
da : ‘ ’
A=B+4iC
a=> +i.c
x =u+iv

_ yéﬁne konularak
Bu—Cv)+i(Cu+Bv)=b+iec

buradan da reel ve sanal kisimlar ayirilarak agagidaki iki reel denklefn
sistemi bulunur : ' :

‘Bu—Ov=bDb 3
Cu+Bv=c | 2
bunlar: ise goyle kisaca gosterebiliriz :
o )= (e 32
¢ B/lv c) ' (22)

Biiyl.e.ce, n-adet x; = u; + iv; bilinmeyenli kompleks sistem, 2n-adet w; ve
v; bilinmeyenli reel sisteme doniigtiiriilmilg olur. |

5. Lineer .Tasvirler ve Koordinat Doniisiimleri.

5.1. Lineer Tasvirler. .

Okuyucudan biraz fazla bilgi isteyen agagrdaki kisimlar, ilk okuma-

davatlanabilir; ancak Bsliim IV den dnce ele alinmahdir; zira bunlar 6z-
defer problemlerinin incelenmesinde kullanilacaktir.

Kare matris A yardimi ile yapilan AX =y lineer daniisiimii,. hilin-
digi gibi, tasvirin geometrik ozellifini gosterir. Siralanmig a;, ;... a,
sayllarmdan olugan bir sisteme, n boyutlu R, uzaymda bir n-nokta veya
n-vektor, a = {a,; y 82, --- 85}, adi verilir; bu uzaya vektér uzayida di-
yebiliriz ve burada vektor bilegenleri a; ile gosterilir ve bunlar reel ve-
ya, kompleks olurlar. Bu durumun her defa ayrica belirtilmemesi i¢in
daha genel olarak sunu soyliyebiliriz. a; sayilari, toplama, ¢ikarma, ¢arp-
ma ve (o ile bolme diginda) bSlme iglemlerinin yapilabildigi bélgeden
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almirlar. Boyle bir bolgeye cebir de genellikle “cisim” veya “gay1 cismi”
denir. (tam sayilar bolgesi, boyle bir bélge degildir; zira bdlme iglemi
bunun digina ¢ikar). Buna gore & elemanlari yani vekttr bilegenleri her
defasmda esas alinan bir cismin elemanliaridir; burada cisimden kagzit
reel sayl cismidir. —Bu duruma gbre, eger her a; bilegeni biltlin sayl
cisminden (reel sayilar bélgesinden) ahniyor ise R, uzayl n-boyutlu a
vektérlerinin (n-vektér) tiimint gosterir.

Simdi R, de, n adet lineer bagimsiz sabit & ,8&, ... & vektorlerin-
den olugan bir sistem, bir “haz” verilmig olsun; buna “koordinat sis-
temi” deriz. Buna R; de, keyfi lineer bagimsiz (yani bir diizlemde olma-
yan) & ,8&,8& baz vektorlii (bunlarm birim vektor olmas1 gerekmez;
& sembolil asadda agiklanmigtir), genellikle dar agih, bir uzay koordi-

nat- sistemi kargl gelir. Buna gijre' keyfi X vektérii (swalanmis n adet

~ sayidan olusan sistem), & baz vektorleri yardimi ile- agagdaki §eki1de

yazilabilir. . -

;=X1'a+'>izé;+---+xn’(;n' . ‘ (1)

buradaki n adet x; carpani, 7.2. deki teorem .IV de gg1klana.ca,§1 gibi, te-

~

mél cisme aittir. Bu x; iiytiklitklerine X vektériiniin, & “koordinat sis-
temindeki bilegeni” denir; ve bunlar, x vektoriiniin “‘matris ile ifadesin-

de” esas almacak basitge x ile gosterilecektir :

% \. . .
X = Xz . (2)

Xn

Koordinat sisteminin & baz vektorleri ise, birim matrisin stitunlarndir :

1\ 0 0\ |
0 - 1 :

e = : s 32.=. : y rery B & 9 s (3)
0 0 1 '

ancak burada bu vektorlerin baglangicta, genel, lineer bagimsiz n-vek-
tér olarak verildigi ve baz olarak, birim olmayan vektorlii, dar aeili, bir
koordinat sisteminin bahis konusu oldugu dikkate almmamigtir.
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Ornek :
e1=(1J; 02=(3), x:( '2).

é; koordinatlar cinsinden x = (— 1') olur, zira

2 —_
- (5)+(5)= (73
1 3 2
oldugu agiktir. &, &, ,; vektdrlerinin kartezyen koordinatlar ile veril-

mesi ve X in — 1, 1 bilegenleri ile vektdrlerinden bulunmasida ayni so-
nucu verir; bu iglem okuyucuya birakiimigtir.

R, uzaymin bir x vektoriinii, belirli bir kural geregince, ddniiglimil

ayni uzaymn bir y vektorii olsun; yani x vektoril ’3; vektoriine doniigsiin;
bunu sembolik olarak -

o (x) = 5?’ _ (4)

geklinde yazabiliriz, burada ¢ déniigiim (operatéril) iglemecisidir. Eger li-
neerligi karakterize eden agagidaki iki 6zellik saglamyor ise, s doniigii-
miine “lineer” ve (4) bagmtisma “lineer ddniigiim” denir. Temel cisim-
den (vani vektdr bilegenlerinin de dabil oldugu say1 bélgesinden) alman

keyfi ) sayws1 ve R, den alma,n’;l ,;:; vektorleri icin

- o x) =) 6(x) -, ©
o(x1 + x2) = o (xi) + (x2) |- | (6)

gecerlidir. x ile xx vektorleri arasindaki oranti, bunlarin doniisiimlerinde
olmalidir; ve bir vektdrel toplamin doniigiimii, doniigtimlerin toplamma
egittir ; Zira, ancak bu durumda déniigiim esnasmda, dofrular dogrula-
ra, diizlemler de diizlemlere, genel olarak, lineer §ek1119r lineer gekillere
diniigiirler.

Bu t1p cok basit bir doniigiim, temel cisimden alman keyfl ¢ halin-
de x in cx ‘e agagrdaki lineer doniigtimitdiir ;
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(%) =cx. ')

" Ozellikle ¢ = 1 den, “Ozdes d&inii.gsiim” bulunur; ve bunun igin 6 =1 ya-

zilir; ¢ = 0 halinde butun x vektorlenmn sifir vektorlerine doniigiimii
elde edilir.

iki veya daha fazla linéer doéniigiimin birlegtirilmesi icin belirli ku-
rallar verilebilir. Bunlarin en onemlisi, iki lineer doniiglimiin, Srnegin

blI'lnCISl ¢ ile ve ikincisi ¢ ile, ardigik yapimalidir. Sonuc yeni bir dénii-
gitm olup, sira goz Oniine ahnarak iki ayri doniigtimiin carpim

p=07 ' ' (8)
geklinde gosterilir; bu ise
o) =0 (= (x) = et(®)

anlamndadir. Ayrleahklar disinda carpim komiitatif degildir : ¢ = ot nIn
anlami gudur : Once ¢ sonra ¢ iglemi uygulanmaldir. ¢ = <o halinde, si-
ra tersdir; ve ¢ ile ¢ doniigiimleri genellikle farkhdir. Ancak ikiside, (9)

ve (6) denklemlerl ile verilen kogullar: sagladifindan, yine lineerdirler.
(x) = cx donugumu ise, A = ¢ halinde denklem (5) den anlagilacagl
gibi, diger = ile degistirilebilir.

Lineer ¢ doniigiimii, belirli kosullar altinda ‘“tersinir” olur; yani

Eg=1, oE=1 ©)

carpanlarmn, ¢zdes doniigiimil gistermesini saghyan bir E doniigimi
vardir, ¢ doniigiimii, £ y1 ve buda yine déniisimini tersinir yapar. Bu
“invers doniiglim"” £ = ¢! in varlik kosulu goyledir :

Teorem 1 : ¢ lineer ddniisiimii i¢in, ancak ve ancak, R, uzayna ait &, &,
&, bam ile o(&;) , c(&) ,... o(e,) doniisiim vektérleri lineer bagimsiz
igeler, £ = g~! invers doniisiimii var olur; burada

¢ le=co =1 10)

dir.

'R, deki herhangi bir§ vektorit denklem (1) seklinde yazilir ise, bu vek-

tor o doniislimil halinde
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O'(X)=X1CTE;1)+X2¢T(§2)+ .+ Xa G (€n)-

§ek11n1 ahr. o(&) donu§um1er1 lineer bagiml iseler x 54 0 halinde c(x) =0

olacak gekilde x bilegenleri vardir. Ancak bu durumda Ec(x) ='x =0
olan bir £ doniigimii yoktur. Eger (&) lineer bagimsiz ise x, lerin te-

mel cismin biitiin sayilarinl kaplamas: yani x in R, uzayim kaplamasi

halinde G;) déniigiimlerinin hepsi R, vektér uzaymda bulunur. Bu du-
rumda tek bir doniigiim olup n adet 5(&,) nin hepgini ilgili e, ye doniig-

~ tiirtir : £ = 1. Boylece ot = 1 de gegerli oulr; zira

W =0Erx)=cicx =EEex =0x
den of = 1 bulunur. '

c(e) donu§um1er1 bir baza lineer bagnnh iseler, ¢ doniigiimiine “dal-
lanmig"” veya “tekil” adi verilir. R, deki y = c(x) doniigiimlerinin 11neer

uzayl, X den daha kiiciik boyutludur R, uzayi, daha kiicitk boyutlu b1r
alt uzaya doniigtiiriiliir. Bu durumda, déniisiim tek ve tersinir olamaz;

_zn:'a,'blr y igin cok sayida _x vardir. Ornegin, R, uzayinn boyle bir diiz-

lemdeki doniistimii dallanmig, tek tersinir olmayan bir doniigiimdiir. Ak-

st halde, déniigiime “dallanmig-olmayan”, “tekil-olmayan” veya “diiz-'

giin” adi verilir. Teorem 1 geregince yalmz bu tip bir déniigim tersi-
nirdir.

5.2. Matrisler ile Gosteris.

R, deki bir x vektorii, sa.b1t koordinat smtemmm seciminden sonra
ve & bazi, & nin koordinat sisteminde olgiilen x; bllegenlermden olugan
stitun matrisi ile sayisal olarak gosterilebilir. Bunun yanmnda lineer bir

doniigiim, yani ; = cs(;j lineer déniigiimil su sekilde sayisal olarak ifade
edilebilir; bunun icin A = (a;,) doniigiim matrisine sahip ¥ = Ax mat-
ris denklemi yazilir; matrisin a; elemanlar: ise, bu koordinat sistemine

baghdir ve temel cisme aittir. Baz vektSrlerinin o(&) doniigiimleri ve-

rilmig ise, o donfiglimii belli olur; zira keyfi x vektorleri halinde denk-
lem (5) ve (6) kullamlarak denklem (1) den

Y=o®=xole)+xole) +... +x00) (11

bulunur. Diger taraftan
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Y= yiei+ yier ...+ vaen, (12)

olup burada déniigmiis vektoriin, & lerden olugan sisteme gore y, hile-

genleri x; bilegenlerine bagh olarak bulunur. Baz vekt6rlerinin Ver11m1§
o(8,) donfigiimleri

o (ex) ='_£;= i €1 -+ 8ok 83 + ...+ ankf?m ' (13)

olsunlar; bunlar matris geklinde de yazilabilir :

a1k

(o) = ** | =a, k=1,2,...,n. 4

ank '

Denklem (13), denklem (11} de yerine konularak
y= ZEY& = EXkO‘(E::) = ) X (Zau:gi) = Za(zaikxk) ,
i k k- i i k
buradan, (12) denklemi ile kargilastirma yapilarak y; bilegenleri

Y-=§k.‘|3ikxk i=1,2,...,n ‘ (15)

veya matris geklinde

y=Ax - - (15)

bulunur burada nn-matr:ls A = (a;) = (a,9,...a,) dir. Bdylece bu

y= c(x) lineer donu§umunun 8; koordinat sistemine godre sayisal ifa-
desi olur. A déniiglim matrisinin a, “stitun vektérleri” burada, denklem
(14) ile verilen baz vektorlerinin doniigmiigleridir. k-ninc1 siitunun a;,
elemanlar1 4, = g(&,) nmn, & koordinat sisteminde &l¢iilen bilegenleridir.
Ayrica (14) denklemine su matris denkleml ka,r§1 gelir : :

Al = 2, (16)

bu ise, A matrisinin A = (al a,...a, seklindeki ifadesinden ve e, nin
matris sekli denklem (3) den, dogrudan dogruysd bulunur.
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Yeni bir koordinat sistemine gecis te, hem vektdrlerin x;, y; bile-
§en1eri, hemde ’3:: o(x) déniiglimiine ait déniisiim matrisinin a;, ele-

manlart déniisiirler. Bunun nasil oldugu agagida gosterilecektir.

5.3. Koordinatlarm Doniisiimil.

Simdi gunu soralun : yeni bir koordinat sistemine geciy esnasinda
x ile y arasmda var olan y — Ax lineer ddniigiimfintin &, sistemine gore,
%;,y: vektér bilegenleri ve a; matris elemanlar: ne olur? Bu yeni sis-

tem ’Ek baz vektorleri ile belli olsun; bunlar ise, eski &, baz vektorleri-
nin déniigiimleri olarak, digerlerine t, = <(&,) déniisiimii veya buna kar-
g1 gelen

te =T e - ain

doniigiim denklemi ile baglanmg olsunlar; burada
T = () = (b1, 80,0 ., 8), (18)
daima tekil-olmayan matrisi olup, bunun siitunlar ’tl yeni baz vektdr-

lerinin, eski 8 sisteminde 8lglilmiis bilegenlerinden olugurlar. Yani & sis-
temi ile ifade edilir ise,

137"
-y - - - t.)
t = tner + tnez+ ...+t = k . (19)
toke
olur. Eski sistemdeki X; bilegenlerine sahip herhangi belli
'x1
x=Xe; + Xe,+ ... +Xeen=| . : (20)
X,

x vektdriiniin yeni sistemindeki — aranan — ¥, bilegenleri de sunlar ol-
sun : ‘

X1
;=;1?1 +_Xz?2 + ...+ ;nEE X2 l= X, (21)

Xo
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bhurada —X ile gosterilen — siitun matrisi yeni sisteme aittir. Denklem

(19) daki t, ifadesinin bu son denklemde yerine konulmas: ve denklem
(20) ile karsilagtirilmasi halinde, '

x= 2;“?“ = 2;“ Et“‘a = EEZ ty Xy = ZBi X
' i i k

k k i

nedeni ile, eski ve yeni' bilegenler arasinda

Xizgtika i=1,2_,..,.n . (22)

bagmntis1 veya matris geklinde

x=Tx (22)

vektor bilesenlerine ait aranan déniigiim denklemi bulunur. Burada gunu
belirtmek gerekir : doniigiim matrisi, x, bilegenlerinden olugan x mat-
risine carpan olarak eklenir; buna kargiik y = Ax lineer doniigii-
mﬁnde matris eski vektSriin yamndadir; yani bu vektorlerin bir dénii-
glimii gosteren baz vektbrlerine ait doniigiim denklemi (17) dir. Ayrmi-
ca, bilegenlerin ve baz vektdrlerinin kontragradient sekline doniistiikle-

- ri sBylenebilir 1,

Simdi diizgiin ve tekil doniigtim matrisi A halinde, vektor uzayinin
X vekttrlerinin ayni uzaydaki y vektéirlerine

y=Ax (23)

geklinde bir lineer doniiglimiinii ele alahm; ve gunu soralim : T koordi-
nant doéniigiimii halinde A = (a,,) matrisi hangi yeni A = (a;) matrisi-
ne doniligiir? Buna kolayca cevap verilebilir : Orijinal ve déniigiim vek-
tore ait donilglim formiilleri

x=Tx

. (24)
y=Ty

1 Burada baz vektdrleri siitun sayildigindan, matrisin ayrica transpoze edilme-
si ortadan kalkar, ' '
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denklem (23) de yerine konularak Ty = ATx ve tekil-olmayan T nede-
ni ile, ' ' .

y =T 'ATx = Ax

(25)

bulunur. Buna gdre gunu sdyleyebiliriz :

Teorem 2 : y = Ax lineer ddniisiimiindeki A doniigiim matrisi tekil-olma-
yan T matrisi halinde yeni bir koordinat sistemine gegiste

(26)

]K:T“lAT

matrisine déniiglir; denklem (26) geregince A ve A gibi matrislere, “bir-
birine benzer” ve (26) badmmtisinada “benzerlik” doéniigiimii denir. Iki
farkll koordinat sistemi ile belli bir ve ayni lineer doniisiimiin sayisal
ifadesine oranla henzerlik, iki matris arasinda daha yakm bir bagmti
anlammna gelir. Bu neden ile benzer matrislerin belirli énemli ortak &zel-
likleri olmalar: beklenir. Burada kisaca benzer matrislerin egit deter-
minant degerine sahip olduklarim belirtelim : -

detA = det A

2

Bu ise 3.1. deki invers matris determinantina ait (9) dehklemi ile 22
deki denklem (10) teorem 3 den ortaya cikar.

5.4. Ortogonal Donilgiimler.
2.8. de

lA’A=AA'=I‘, - | (28)

karakteristik 6zellikli “ortogonal matrisler” simfi tammlanms idi. Bu-
radan

(29)

‘A-IZA’ ,

Yani invers matrisin ¢ok basit ifadesi ve diger taraftan hem siitun ve
hem de satir vektorlerinin cifter ortogonal birim vektorler oldugu ¢ikar.

27y
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Siitunlarmin ortogonalligi nedeni ile, bir ortogonal matris daima tekil-ol-
mayan bir matrisdir; ve bunun determinanti i¢in 2.2. denklem (10) da

verilen teorem III den
1]

1
.(dei;'A)2=1
dbtA = =1

(30)

pulunur. Ortogonal matrisler ile yapilan “ortogonal ddniigtimler” bu iki
determinant deferine uygun olarak detA = +1 ‘“esas olan® ve

‘detA=—1 “esas olmayan” gekillere ayrilirlar. Iki ortogonal ddniigiimiin

garpim1 yine ortogonal doniigiimdiir; 2.8, de gosterildigi gibi. Boylece
ortogonal déniigiimier — invers ve bir elemanin varhg ile — bir. “grup”
olugtururlar. Ayni tipte, yani esas olan veya esas olmayan, iki ortogo-
nal déniigiimiin carpim, eésas olan; ve ayni tipten olmayan iki doniigii-
miin carpumi ise, esas olmayan bir ortogonal déniistimdiir; bu durum de-
términant teoreminden ortaya ¢ikar. Esas olan ortogonal déniigiimler,
bittiin ortogonal déniigiimlerin bir alt grubunu olugturular. Esas olma-
yanlar i¢in bu durum bahis konusu degildir; zira bunlarin garpimi esas
oim'ayan bélgenin digina -qikar. '

Dénitgtimiin geometrik anlamina uygun olarak gu teorem gecerlidir :

Teorem 3 : A ortogonal matrisli y = Ax ortogonal doniisiimii halinde, orto-
gonal birim vektdr sistemi ayni sekildeki bir sisteme doniisiir. Ortogonal
¢; birim vektorleri icin bu durum, a, siitunlarmin, e larm déniisiimleri ol-
masindan anlasiir. € ortogonal matrisin siitunlarr e birim vektérierinden
olusan bir sistem igin B = AC halinde, yine ortogonal ¢arpim matrisi B nin
ortogonal by, birim siitunlar bulunur. Boylece gosterilen doniisiim lic bo-
yutlu geometrik uzayda, doniisiim esnasmnda ii¢ eksenden birinin yonii de-
gismek sart1 ile, bir dénme veya bir dénme ve simetri g@sterir. Birinci hal-
de det A = + 1 ikinci halde ise — 1 dir. Bu durumlarin genellestirilme-
'si halinde, esas olan bir ortogonal déniisiim ile bulunan tesvire R, de yal-
mz “ddénme”, esas olmayana ise “simetrili donme™ adx verilir.

5.5. Kontragradiyent Donilgiim ve Kongrions.

" iki matrisin benzerlik bagntisi (26) yammnda bir diger matris donii-
giimii, yani. “kongriians” da Snemlidir. '

Ax=y (31)
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Lmeer doniigiimde x,y vektorleri denklem (24) e gore “kogradlyent”
degilde, “kontragra.dlyent” geklinde doniigtiiriiliir ise

x=Tx |, _ (32)
y="Ty%

eldé edilir. Yine tekil-olmayan doniigiim matrisi T, burada x halinde X
vektdriinde (yani yeni bilegenlerde) ve y halinde eskisine transpoze ge-
kilde (yani eski bilegenlerde) ortaya, cikar. Béylece denklem (31) T ile
goldan carplarak,

. TATx=Ty=Yy
veya
, (33)

Bx=
=TAT|, (34)

B

H%i

bulunur. Tekil-olmayan T halinde denklem (34) geregince A ve B gibi

matriglere “kongriient” ve denklem (34) e “kongriiens déniisiimler” de-
nir. Bunlar 11.3. de ele almacak olan kuadratik formlarin déniigiimiinde
uygulanacaktir. “Kontragradiyent doniigiimii” i gbsteren denklem (32),
“x’y skaler carpimin invariyant” yapmasi ile belirlenir :

P=xy=xTy=xy|. (35)

T = T-! icin “ortogonal déniigiim T halinde kogradiyent ile kontragra-
diyent doniigiim arasmdaki fark ortadan kalkar. Bu durumda iki matri-
gin benzerlifi ve kongriiansi ayni olur. Kontragradiyent olan ortogonal
koordinat doniigiimiine gbre x’x ve X'y skaler ¢arpimlarinin invarient
bzelligi, geometrik olarak donmeye gore uzunluk ve acilarin invariyant
Ozelligi anlamma gelir. :

LINEER DENKLEMLER

Lineer denklem sistemleri uygulamalarda, &zellikle teknik uygula-
malarda énemli bir rol oynarlar. Bunlar statikte, statik helirsiz sistem-
lerin incelenmesinde, dengeleme hesabinda 6lgme hatalarmin sistematik
dengelemesinde, titregimde ise dzfrekanslarin ve titregim .cegitlerinin he-

-sabmnda kullamlir. Bunlar ayrica ¢ok sayida modern yaklagik metodlara

bagh olarak titregsim problemlerinde, stabilite problemlerinde, diger fizik
ve teknik alanlarda kargilagilan smnir ve dzdeger problemlerin sayisal
incelenmesinde ortaya ¢ikmaktadir. Buna gére, hem sayisal incelemeler,
hem de teori ayni derecede énemli olmaktadir. Lineer denklem sistem-
lerinin teorisi ve uygulanmas), matris teorisinin daha geniglemesi icinde
esasl vermektedir. Bu ise, daha genis kapsaml denklem sistemlerinin
incelenmesine ait sayisal metodlari, dnemli &lgiide etkilemis ve gelisme-
sine yol acmustir. Asagda, tekil-olmayan katsayilar matrisi hali ile girig
yapilacaktir; bunun nedeni daha sonraki boliimlerde, daha genel sistem-
lerin ele alinabilme olanagmm saglanmasidir. Biitiin  incelemelerde

Gauss’'un adim verdigi yok-etme metodu yani Gauss algoritmas1 esas
almacaktir,

6. Gauss.mgoﬂtrﬁaSl.
6.1. Algoritmanin Prensibi,

n. adet x, bilinmeyeni cinsinden denklem sistemi agagldam gibi ve-
rilmig olsun :

-t anX,=a;
---+a-2n=a'2

a1 X4 +an2+ v +anuxn=an

an Xy + a.12+ ‘e
891 X1 + an X2 +

(1)

— 63—
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burada a katsayﬂé.rl ve sag tarafl olugturan a; ler saylsaldir. Bunun
matrisler ile yazilmasi

\Ax=a @)

gekliﬁde olup, A = (ax) n-sirall katsayilar _matrisidir; bu tekil-olmayan
bir matris olarak, yani

detA#OI. (2)

olarak kabul edilecektir. Bu sistem, bilinmeyenlerin giirekli sekilde yok
edilmesi ile agagidaki sisteme doniigiir :

! b11X1+b12X2+...+b1an=b1 - .
b22X2 ‘+‘ e + bznxn = b2 (3)
Ban %o = by

Burada bilinmeyenier siras1 ile, - yani sonuncudan X, bir evvelkinden

Ko, V.8, VE birinciden %, bulunurlar. Bu doniigiim Gauss algoritmasi i‘.?
yapilir. Algoritmanm uygulanmasi igin yalmz as katsayilary ve a; sag
taraflart bir gemada gosterilir : ‘ :

!

1031...

l . Cunl

— 81 212813 .4« 8.11,. a1 __lczl
891 A2 A28 + - - Qogn | B2 <
A Aas1 8z 833...8%] 83 <+
@n1 802 &n8 -+ v 8nn | B
000 0 ... 0|0
=0 3’22 &’23 e a"g,, a.’g'
A 0 a_'sz a's3...8"5 a’y

r ’ Id
0ana .. .8m| 2

e % s 3 = ¢ @ w = |«

x; hirinei bili'nmeyenih yok edilmesi igin,' haglangic katsaylsi ay ¢"&:)
dngoriilen, birinei (- ile gosterilen denklem) yani_yok etme (-ien-kleml ,
siras1 ile uygun c¢; carpanlari ile carpiir; 2 inci, 3 Sncii...n mncl denk-
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lemlerden cikartiir; burada c; ler o sekilde secilirler ki, yeni sistemi
birinei stitunundaki a,; katsayilari sifirlardan olugmusg olsun; bunun icin

Ci1— .

, 1 an
ahnmalidrr. Simdi birinei denklemde kendisinden gikarilmig olarak goz
pniine ahmr ise, A = (a) katsaylar matrisi, birinei siitunu ve birinci
gatir sifirdan olugan yeni A, = (a’y) matrisine doniigiir. Boylece n— adet
X, ... X, bilinmeyenli bir sistem, n—1 adet %, ... x, bilinmeyenli (n — 1)
adet denklemden olugan bir sisteme déniigiir. — ile gosterilen yoketme sa-
tir, ayni zamanda (3) sisteminin birinei satir1 olur, ay = by, dir, a; sag
taraflarinin olugturdugu siitun, A matrisinin diger siitunlara gibi incele-
nir ve yeni sistemin a’; lerine déniigtir.
Ayni iglem, yeni a’; ikinei tarafll A, maftrigine uygulanir; bunun igin

a'p 7 0 katsayl ikinei satir yoketme satir1 olarak kullanihir ve yeni sis-
temin ikineci satir haline sokulur; a’y, = by Bu satir

2’ _a ’ig

Cip—— =
“a'y b

a gbre bulunacak katsaylar ile ¢arpilarak 'kendisinden ve diger satirlar-
dan cikarihr. Sonug : Ik iki satir ve ilk iki slitunu sifir olan A, = a”y
matrisidir. Boylece devam edilerek en sonunda A, = O matrisi bulunur.

-

6.2. Matris lslemi Olarak Zincirleme Algoritma.

Burada, 6nce adim adim yapilan iglemler, ardigtk hale sokulabilir
ve bbylece zincirleme algoritma ortaya gikar!,

! Bu, literatiirde “kKigaltibmig Gauss Algoritmas” adim da alr; ancak, kolaylik-
la yanhg anlaglabilir, zira burada gerekli iglemler sayisi normal geklindeki al-
goritmaya oran ile azalmig zannedilebilir. Bu ise bahis konusu degildir; iglem
sayist aynl kalhr, Boylece pratik hesap igin, biitiln iglemlerin ard arda — zincir-
leme yapilmasi fayda saflar, Hesap makinasinin, garpimlarin toplamlarinl, kis-
mi garpimlar yazilmaksizin, elde edilmesi Ozelligi, yukamndaki &zellikle - beraber
yayma iginde Smemli kisaltma ve dolayis: ile yoketme igleminin olagan iisti g¢a-
buklagtirlmasmm saglar. — Ayni gekilde kullamlan “modernlegtirilmig algoritma™

- deyimi, olayl tam anlams ile gistermez. Gauss da, zincirleme olanagim farketmig
ancak buna, hesap makinasina sahip olmadif1 igin, pratik bir énem vermemigtir.
ilk Bnce simetrik sistemler lcin M.H. Doolittle (U.8. Coastand geodetic report,
1878, 8. 11 J--120), daha sonra biraz degigik gekilde Cholesky (Benoit, Bill
geodésique. 2, 1924), bundan sonra da makina teknifi ve genel sistemleri’ igin
T, Banachiewicz (Bell. internat. acad. Polon. scl S€r. A 1938, 8, 393 — 404).
Gauss algoritmas: ile olan siki1 bagint1 ise son zamanlarda . ortaya ckarilmigtic

F. 5




Bunu goyle gisterebiliriz :

1. Adim : A — A, birinci satir b! in katlarinin A dan glkart1lma31,
yani ¢ b! diyadik carpimmimn g¢ikarilmasi :

Aj=A—cb! o (4.3)
burada.
1 .
o) = 02:1 J, b= (bi,biy...,b).
C[:1

buradaki ¢, a, —¢, b,y = o dan bulunur.

2. Admm : Al-—>A2,A1 den 2-satir b? nin katlari, yani c2b2 diyadik 3

carpimi gikarilir :

Ay=A1—e; b =A—¢ b —e, b? ' 4.2)

[ 0] | -
1
C: = Ciz |, b = (0, bazyvs.ybaa).
i Ca2 A

buradaki c;,a,— ¢ blz-; ¢;by, = 0 dan bulunur. Béylece en sonundan
A, = O sifir matrisi elde edilir :

burada

O=A-¢,bl—cab?—

Burada cikarilan terimlerin (diyadik carpimlarm) toplaml ¢ b, matms
carpimi OB den bagka bir gey degildir:

bl
2

0B=(01,02,...,0n) =cib'+ eab® 4 ..

.‘ + e, b",
be |

héylece (4) denklemi,

A=CB 63

.—¢,b"=A—CB. 4)
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geregince baglangic matrisi A nin agagidaki iicgen matrislere ayrilmas:
olarak bulunur :

1 0 0.. 0\ [bﬂ b12b13.--b1n‘
e 1 w...0 0 ‘b22b23'...b2n )

C = 0310321,..0 » B = 0 0 b33...b3n . (6)
(CHIancna...lj lO 0 O "‘b“'"j

A matrisinin bu gekilde iicgenlerc ayrilmasi agagidaki gibi olur:
Smrasi ile; B nin 1. satir1 ve € nin 1. siitunu, bundan sonra B nin 2. sati-
r1 ve C nin 2. siitunu, v.s... hesaplanir. Burada her seferinde, iki iiggen
matriste bir tane bilinmeyen eleman ortaya cikar. Iki ii¢gen matris, bir-
biri icine sokulmusg sekilde tertiplenebilir, bu durumda C nin 1-kigege-
ninin yazilmasi gerekmez, yani yalmz (3) sisteminin b;, katsayilart, ey
yoketme katsaylari yazilr. Normal algoritmanm A, A, ... ara sistem-
lerinden geriye yalmz yoketme satirlam kalir, — Biitiin iglem, ayrica
a; veya b; sag taraflarmn ek siitunu ile ve o, veya 1, ile gosterilen satir
toplaml ve s, veya t; ile gbsterilen siitun toplamm ile genigletilebilir; boy-
lece, genis kapsamli hesaplarda, kagmmilmaz olan toplam kontrolu yapi-
labilir. A = CB matris ¢arpiminda bulunacak skaler garpim : satir kerre
sfitun, hesap makinasinda, kismi garpimlar yapilmaksizin, otomatik ola-
rak bulunur. Normal algoritmaya gére zincirleme algoritmaya gbre zin-
cirleme algoritmanin biiyiik @stiinliigli, buradaki yaz iglerinin kisaltilmig
olmasidir; yapian carpunlarm sayisi her iki algoritmada da aynidir, He-
sap, genig odlgiide otomatiklegtirilmigtir; ayrica belirli hallerde onemh

. olan yuvarlatma hatalarmmin etkiside azalr.

" by, Gy elemanlarnin bulunmaSL ile ilgili acik hesap kuraly, B ve C

{icgen matrisleri dikkate almarak, genel carpim formiilii : satir kerre
slitun’dan
| bik == ag — €1 b — Ci2 ba e Gt b ' R (Ta)
Cik—1 Br_1,k) © i i (Th)

et = (Ax—Cibe—Ceby—...—

_buluhur. Bu formiiller ikinci taraflarin ek stitunlar: ve satir toplamlar,
_ayrica siitun toplamlarmim ek kisimlar icinde gegerlidir. Pratik hesapta

¢y yerine — ¢ yazilmasi amaga uygundur. Bu durumda (7) denklem-
lerinde yalmz toplamlar ortaya gikar; agagida- verilen hesap semasinda
kural gbyle gosterilebilir :
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bi. = aix + skalares Produkt i-te Zeile — cio
mal k-te Sdalte bso
¢q = (an + skalares Produkt i-te Zeile — cio
mal k-te Spalte bsoy) b

; (7aa)

(7bb)

Burada carpim kendilifinden, hesaplanacak olan b;, ve Ci elemanlarm-
dan durur. Birinci satir by, = ap,bi=a; ve §{, =8 =&, t ...+ an
a;,.+ a; dahil olmak iizere &, degerlerinin yazilmasi ile olugur. Birinei
siitun — ¢;; = — 8,,/ay, V& — 71 = — o,/2, siitun toplam ¢, = Yay ol-
mak iizere, sadece bolme ile bulunur. Ikinei satir by, t, ile kontrol edi-
lerek ve ikinei stitun — ¢z, — 1, ile kontrol edilerek v.s. bulunur. Burada
— 1, stitun toplaminda yazilmamig olan kogegen eleman —¢,, = —1 de
dikkate almacaktir. Bu satir-situn sirasi ile, daha sonraki hesapta kul-
lanilmadan once, her saywsal defer kontrol edilir.

n = 4 i¢in toplamlar ve sonug satirlari da dahil tam hesap semas
agagidaki gibidir :

o1 o2 O3 G4 . 3
an aty 243 an a1 51
91 02 93 a4 a2 )
a3 a3z 233 &34 as 83
aq A4 a3 2y a4 S

bu b12 b]3 b14 b]_ . t]
— Cn by bas baq b, ta

— ey a2 | bas by b3 ta
|

—ejg —Cy —Cs | by by ty

— T = Ta — T3 | e 1 O . 0

X3 X2 X3 X4 ‘ -1 0

Basamakll sistemdeki by, , b, katsayﬂarlmh hepsi bulunduktan son-
ra, x, ile baglamall ve x, e kadar cikmak iizere %, bilinmeyenlerinin he-
sabing gegilir. n = 4 i¢in sunlar bulunur :

X4 = bsg!bu, } _
X3=—(=by+ buxdiba, . |

i

|

)

&

Xy = — (— bz + bayxs + bpzxs) t by
%, = = (= by + bra X4 + bi3xXs + b1 Xp)ibyy.
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Yine hesap makinasinda otomatik olarak skaler garpimlar bulunur; bu-
rada b, ikinci taraflari — 1 carpamu ile dikkate almir ve nihayet son
kontrol x; scnuglarmin :

aa1x1+ai2xQ+...+ai,.x,_,+a.!,.—1=0 i=1,2,...,n, (9)

sisteminde yerine konulmasi ile yani skaler ¢arpimlar gekliﬂde yaplhir. .
Tamamen emin olmamakla beraber, siitun toplamlar: ile yapilan kontrol
daha kisadir : C

o-lxl-l-o'gxr{-...+cr.,x.,-j—d°—1=0 ] (9z)

{9) kontrolunda sonuclar yeterli sihhatli ¢tkmaz ise, ki bunun sebebi s1-
mirlanmig hane sayisinin nedeni ile ortaya gikan yuvalatma hatalaridir,
sonuclar 23.5. de ki gibi ek bir tashihe konu olurlar,

Hesap teknigi bakimindan suna dikkat edilmelidir, by, bilyiikiikleri, -
ay larm (ekseriya egit) mertebesindendir; buna karghik e, oranlart bir
mertebesindedir. Bu duruma gore b, ve ¢, degerleri virgiilden sonra
egit hane sayls1 yerine, egit toplam hane sayis: ile hesaplanacaktir (S.
76 daki 6rnege bakimniz). by ve a; carpanlari makinanin bir géziine
¢ carpanlari ile diger goziine verilir; buna gbre (7b) deki by ile biltin
hesap iglerine girmis olur. Parantez icindeki ifade (bdliinen) negatif
ise bélme iglemi, sifira kadar doldurularak yapilir. a; sag taraflarm a;
katsayilarindan bagka mertebede ise, bunlar satir toplami kontrolu dik-
kate almarak 10™ gibi bir kuvvet ile ¢arpilarak a,, ile ayni mertebeli ya-
piir. Bu ise ¥/, = 10™ x; bilinmeyenlerine gegig ile ayni anlamdadir; bu
bilinmeyenler 1 mertebelidir. |

Ornek :
2x1= X3-— X34+ 3xy+2x5= 6

6x1—2%,+ 3xs L= Xy =-— 3
— 4%, +2%+3x3-3x4—2x5=~ B
2x +4x3—Txy—3xs5=~— 8

X+ 8x3-56%— xs=-— 3
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Sonug: X1 =8, X2=21, x3=—2, x4=1, x5= — 3.
6 o0 17T —12 —5 | —13| —T

2 —1 —1 8 2 6| 11

6 —2 3 0 —1 —3 3

—4¢ 2 3 —3 —2 -5 -9

2 0 4 —7 —3 —8| ~12

0 1 8 —5 —1 -3 0

2 —1 —1 3 2 6 11

—3|_ 1 6 —8 —7 | —21| -30

2 0 |1 3 2 7 13

—_1 —1 1.2 4 14 20

0 —1 —2 1 |6 18 24

—~3 —3 =2 0, —1 0 0

% = g 21 —2 1 3 -1 0

Zincirleme algoritma iglemini bir katsayilar ornegi ile gosterelim;
bu halde hesapta tam sayih oldugundan kolayca yapilabilir. Algoritmanin
esas manasl olan hesap makinas: ile galisma, burada bahis konusu de-
gildir. Bunun icin 8. 76. v.s. 6.4 deki drnege bakmiz, -

Algoritma iglemi esnasinda denklem sisteminde yapilan déniigimler
—bir satirm katlarmm diger satirlara eklenmesi — determinantin de-

gerinde bir degisiklik yapmazlar. Yani baglangl¢ sisteminin, katsayilar,

determinant: det A, determinantin igaretini degistiren satir doniisiimleri
yapilmamak iizere, basamakl sistemin determinantima egit olacakfir.

det A = det B'.

Bu ise determinantlarim acimmi teoremine gdre, by kigegen elemanlari-
nm carpm: olarak hemen verilebilir. Boylece algoritma ile, katsayilar
determinantimin degeri agagidaki gibi bulunur :

detA = byabr... b |- (10)

Bir kerre daha ozetliyelim : zincirleme algoritmaya gore yoketme
iglemi, — daha oneeki tekil-olmayan kabul edilen — A katsayilar matri-
si, alt ficgen matris C ve iist iiggen matris B nin carpimi geklinde yazila-

Sy
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pilir (iiggenlere ayrilma). Bilinmeyenlerin yok edilmesi've hesaplanmasi,
matris ¢arpimina indirgenir, Burada carpanlar, denklem sisteminin ¢oziil-
me igleminin invers karakterine uygun bir yap1 gosteririer ve carpanlarin
iiggen gekli onem kazanir. Agagldaki calisma adimlar séylenebilir '

1. a) A nin yok-edilmesi, yani

CB=A-| C,B ‘

geregrince' C ve B iiggen matrislerinin kurulmasi.

b) Yok-edilmenin saf tarafa genigletilmesi.
Ch = a— |Tl ,
2. Bilinmeyenlerin hesaplanmasi :
Bx=bD -el;’

M garpim sayisi ve lbiitiin kontrollar ile bilinmeyenlerin heséplanmam
dahil olmak iizere biitlin ¢aligma genel n-sirall matris ve simetrik katsa-

.yilar matrisi igin goyledir :

Genel matris : M= % (n*+6n*+8n—-9 = ;_133_ . {11a)

Simetrik matris : M = % (n®+12n%+11n — 12) ~ % (11b)

n | M | M’
i0 550
Yuvarlatimig degerler 20 3520 9 i?g
40 24 640 | 13940
100 353660 | 186 850

6.3. Simetrik Katsaynlar Matrisi. Cholesky Metodu.

Uygulamalarda ¢ok sik rastlanan simetrik katsayilar matrisi A = A/,
afk = a,;, halinde hesapta Onemli bhir sadelegme olur, ve gerekli iglemle-
rin sayisi, yaklagik olarak yariya iner. Indirgenmis A, A, ... sistemleri-
de yine simetrikdir : ' ‘
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’
&k = 8 — Ci1 &gk == Ak — 24184k - 811

8 = Aki — Qg B1i= @k — Bk a1 181 = dik
Ayrica birinei basamaktaki yoketme katsayilar:
Cit = a4q1:an

ve daha sonraki basamaklar, yani tiim olarak

Cg = byt b |- a2)

bulunur, Bu duruma gore .é,k yoketme katsayillarmin denklem (7b) ye

gbre ayr1 hesaplanmas1 gerekmez; ve bunlar B nin k-mmei satirmdaki
by degerlerini b,, kogegen elemanma boliinmesi ile bulunurlar. Boylece
hesap yaklagik olarak yariya indirgenir. '

‘b, kiigegen elemanlarmmin hepsi pozitif iseler, yani bir cok uygula-
malarda ortaya ciktigi gibi, simetrik A matriside “pozitif definit” ise
(bak. 11-2) iicgenlere ayrilma tamamen simetrik olarak yapilabilir; bu
amag ile by yerine Vi = bu/by;, Cic yerine Cw/bu = bu/bis = vic degerleri
kullanibr. Bu durumda A = CB yerine

]A:R'R[ 43

yazilabilir; burada B = (v,,) st figgen matrisidir. Bu iglem, ilk defa
Cholesky tarafindan verilmig ve onun admm almightir ! (12) denklemleri,

D = Diag (b;) olmak fiizere
¢ =D"'B

. matris seklinde yazilir ve bu.kdgegen matris D!/2 = Diag (b;) cinsinden
parcalarina ayrmlir ise, baglangictaki {icgen ayrilmasindan

A=CB=B'D'B=B'DD12B=R'R

bulunur; burada R = D'/?B dir; ve bu v;, = by/b; bagmtismma karg ge-
lir. Agagidaki formiillere gbre hesap yapilir : '

1 Benoit: Sur une méthode de resclution des equaions.

R
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roo =@k = Tulu — Tzlyx — ... — L, Tic, ) i X5 |, (14a)
= T2y ' . (14b)

2 —g.. p2 — pZ
ri=ay—ri —rj—..

v,; kogegen -elemanlarinin hesabi karektk almmasmi gerektirmektedir;
bu ise pratik bir zorluk gtstermez ve hesap makinasinda yapilir. Hesap
cetvelinde r, yaklagik degeri ve buna bagl olarak r, = v?;/r, (kbk altmn-
daki ifadenin yaklagik defere béliimii) bulunur. Boylece, r; ve r, nin
aritmetik oltalamasi r;, ayni gekilde bulunan daha iyl bir yaklagim :
r, = ry;/r, ve buradan v, ortalamas: gikar. Iglem 2 veya 3 adimda sonug
verir. Ortalamanmn bulunmas: son hamleler ile ilgili oldugundan bu isg-
lem, kafadan yapilabilir ve normal bir bdélmeden daha zor olmaz.

R matrisi ' 1 S
7
A
Iy = \/au y T t¥yre i / ;(/u. >\
- \
ile baglanarak satirlar geklinde bulunur. Yeni i-inci sa- /§
tirmn 1, hesaplanmasi igin, Sekil 6.1. de gdsterilen ge- A \
ma kullaniir Simetrik A matrisinin yalmz iist iiegen * % \\
kisminm yazlmasi gereklidiri, Siitun toplamlari kont- /§
rolu yeterli olur; katsayllar determinanti i¢in denklem | . %\ &
(13) den
det A = (det R)? = (ry1Ts2. .. Tue) . (15)
. Sekil 6.1
‘bulunur.

Egfer matris simetrik ise, fakat pozitif definit degil ise, negatif ko-
segen elemanlart by; ve dolays ile sanal v;; degerleri ortaya ¢ikar. Ancak
bu durum diger bir giigliige yol agmaz. r, degerleri ile birlikte denklem
{14 2) geregince, bu satirm geri kalan r;, elemanlarda tamamen sanal
olurlar ve skaler carpimlarda yalmz ayni satirin iki eleman1 birbiri ile
carpildigindan bu carpimlarda yine reel olur.

Katsayilar matrisi, hemen hemen tekil, yani 'detexjmina,nti ¢ok kii-
ciik ise, metod faydah olur. B udurumda ¢ok kiiciik b; kogegen eleman-
lar1 ortaya cikar ve bdylece 6nemli Slciide hane kaybl olur ve hesabin
pratik uygulanabilmesi tehlikeye girer. r; = by, geklinde kare kokler ali-
narak bu kayip azaltilir; bu takdirde gegerli haneler, virgiile -dogru yak-
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lagirlar (Srnegin (,0001 = 0,01). Boylece Cholesky metodu, bu tip zor
-kogullu sistemlerde faydah, hatta tek yol denebilir.

6.4. by=0 halinde Swalarin Defigimi.

Simdiye kadar tarif edilen gekli ile, zincirleme algoritmanm miitkem-
mel igleyigi, sifira egit olmayan b; kisegen elemanlarmm varligim én go-
riir. Ancak hesap esnasinda.b; = 0 olur ise (yani matrisin ilk i satir ve
giitunundan, olusan alt determinant sifira egit ise), bu durum, Sngorii-
len- det A = det B = 0 nedeni ile satirlar degigtirilerek, yani denklemle-
rin siras1 degigtirilerek ortadan kaldirlabilir. Bu degistirme igleminin
muhakkak yapilmas1 gerekmez; ve asagidaki sekilde, gimdiye kadar ve-
rilen hesap kurallarmin az bir degigimi ile gerceklenebilir,

Bilinmeyenler x, , X;, X; ... sirasmda yok edilecektir. Ornegin ay; = by,
= 0 ige, birinei denklem, yok edilmek i¢in uygun olmaz. Bu durumda birin-
ci siitun boyunca agagl inilir ve Z, inci satirda sifirda sifirdan farkh ilk
eleman a,., e gelindiginde bu elemana yeni “kdgegen eleman” b,y ad1 ve-
rilir ve cergevelenerek gésterilir, Boylece birinei siituna z, satiri ait kilin-
mig olur v bu durum gergevelenmig “kigegen elemanindan” anlagilir. Bu
satirm b,;, = a,;, elemanlari, A baslangic matrisinin z, satim yazilarak
bulunur. Birinei siitunun ¢;, elemanlar ise ¢ = a,/b,;; olup bunlar yeni
kogegen elemaninm iist tarafindan sifir olurlar. ’

Simdi ikinci siitunda yukardan haghyarak-bulunmug olan z satury

atlanarak-sifirdan farkil ilk eleman by, 7 0 bulunur ve bu yine gerceve
ile “kogegen elemani” olarak belirtilir; béylece 2 ineci siitun icin z, satin
bulunmug clur. Bundan sonra, bu satirin b,,, elemanlar, satir kontrolu
ile ve 2 ineci siitunun ¢, elemanlar: siitun kontrolu ile bulunur.

. Bbylece her k siitununa bir 2, satiri, yani stitunlarmm tabii siwralan-
masma, satirlarin permiitasyonlar siwralamas kargr gelir.
Siitun 1 2 3 4...
Satir % %2 Z3 Ba.ao.

Bu siralama, denklem (7) geregince skaler carpmmlarin bulunmasi sira-

sinda gozdniine ahnmabdir : i satimnin ¢, carpanlar: tabii swada izlene- -

rek lt-mnei sittunun b,, carpani, ¢, nin iistiinde veya altinda bulunan cer-
cevelenmis kogegen elemam hizasinda elde edilir. Bu (7} denklemleri,
bu anlamda gekil degigtirecektir, ‘

(]

Ornek : '
5 2 38 4 4] —9 | 9
1 -2 4 -3 2 4 6
-2 4 -8 8-51 -5 | —8
3 -4 9 -5 4 7 14
1 2-2 1 2| —10 | —8
2 2 0 3 1| -5 3
[1[-2 4-3 2| % . 6_
2 0 0 [2[-=1 3 | 4_
-3 2]-3 4-2| 75 |- 4
-1-2 0 22| 2 | 4
-2 -3 [11-3 8| 2 | 8_
-5 -6 -1 1-1| 0 | o0
x=-8 2 5 2 1|-1 | o0

Basamakh sistemin by, katsayilarmn altlar: cizilmis ¢, lar ise egik ya-
zilmugtir. Siitun-satir durumu burada goyledir :

Siitun: 1 2
Satir: 1 3

, : .
Bu permiitasyonda 3 inversiyon vardir; yani, biiyitk bir say1 kendisinden
kilclik olan bir sayidan once 3 defa yazilmigtir (Satirda : 2 den Snce 3,
2 den onece 5,4 den 6nece 5). Bu tip her inversiyona, determinantda igaret
degistirme kargl gelir; yani determinantin degeri

" detA =(—1)7-1-2-1.2.2= — 8.

olur,

Eger bir kogegen eleman sifir degilse, ancak hesabin hassashgi ha-
ne kayhi ile yok olacak kadar kiiciik ise, bu gekilde hareket edilir; aga-
agagidaki drnege bakimz.




— " Yine ilgili stitunda, var olmas: halinde, uygun biiyiikliikte bir diger
T S8 g S kogegen eleman: segilir. Aksi halde’ det A cok kiigiik deferli olan mat-
FElFSR TSNS i 5 § § S ris hemen hemen tekildir; ve her hal igin sayisal hesap emin sonug
« "I’ ® T E vermez. Ozellikle hesap makinalarinda her siitunda sistematik olarak
: - en bilyiik degerli eleman bulunur ve bu kdgegen elemam sayilarak ey
T 5 yok etme sayiarimn miktar bakimmdan =<1 olmasi saginamwr. BSylece
. ' yuvarlatma hatalari minimuma indirilir. Bu ise genig sistemlerde ge-
S B8 & reklidir. .
fgsesac|=aa3egl T 2 o - .
[ S o5 oo ] T Simetrik mafris halinde, verilen metod igin simet-
3 ri ve buna bagh olan énemli ¢ahgma kazanci ortadan 7
- kalkar. Bunun korunmasi icin her satir degigimi ayni @ .
S | adl: siitun degigimine baglanmalidir. Bu ise numarala-
R ol P rin degigtirilmesi, yani hesap semasmndaki siranmn de-
% "l’ Fagsxrl¥z2slisle gistirilmesi ile miimkiin olur. Iglem Sekil 6.2. yardimi
I E f E E § E_ | jle gosterilecektir; Orada ilk 8nce by = 0.oldugu kabul Sekil 6.2
® | =l ‘ edilmigtir. Bundan sonra ikinci satir ve siitun atlana-
| . rak, ‘sekilde 2 ile gosterilen 3 iincii kogegen elemani by e gegilir ve,
. | es 2 0 ise, ligili by satirn (koyu cizilmig yatay dogru) ve ck; = by/bsy
:-' ‘den — ¢, siitunu (ince diigey dogru) hesaplamr; indisler, burada, Se-
e e b lbe | : kil 6.2. deki kdgegen sayilar yerine, gergek satir ve siitun numaralar-
P O gl g g 8|38 3 b m gosterir. Bu durumda figiineii satw, ikinci siituna ve figiinell siitun
Mo 328~ 5o Q ©le|l= il . . . : . o
T TS N CRERE } 1k1£1f:1 satira gider. Bi.m-a gore c‘f.“ 1a1:1n loﬂS lara gore, uYgun Sekﬂde' (‘ort
¥ S |He negin farkh renkte cizilerek) gosterilmesi tavsiye edilir. Nihayet ikinci
_1__ b ! kbgegen elemani b, — Sekilde 3 ile gosterilmigtir — sifirdan farkh olur
} ise, ilgili satir ve siitun ile hesaplamr; yani :
|
e e w - ’
o — o § 1K § § 1 bax = Oz — €1 by — C23 bux, Cis = bagel boa.
M-—«:azﬁﬁﬂggﬁ%’gﬁ
Il e T = 3 13|s . Bu durumda gemada, ilk Once atlanmg olan ikinei satir ve siitunun ke-
— g | sigmesi gerekir. ' '
o= 2|g|g 1 Sifirdan  farkh — veya de.geri cok kiiglik olmayan — bir kﬁse'ggn
= El e o = o 3 eleman: bulununcays kadar, birden fazla siranmn atlanmasi gerekebilir.
RERgsags 5 E § E ogo E Sekil 6.3. a. daki érnege bakimz, orada 1 4 2 3 5 ... siras1 vardir. Ayrica
' ! Tae S (S|~ suda olabilir : ilk 6nce atlanan sira, kendinden sonrakinin hesaplanma-
: sindan sonra bile kullanmlamaz, Sekil 6.3.b. deki 1 3 4 5... swras1. Veya
2% 2 %35 giicliikler Sekil 6.3.c. de oldufu gibi birlikte ortaya cikarlar; burada
¢ f2liass5ig E E g,": g "gf g - 1425 3... sras: gereklidir. Agagidaki iki sayisal rnekten birineisi
| | e e s e % i Sekil 6.2. deki basit hali, ikincisi ise Sekil 6.3.c. dek hali géstermekte-
| dir, —e¢,, oranlar, b, dan ayirt edebilmek icin, egik ve parantez icinde
Il
]
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“Orpekl 7T 16 -5 18 11 — 22
' 1 2 -1 .3 2 —3
2 4 -4 -6 8 —8

~1 -4 3 1 -4 11

3 6 1 8 0 -3

2 8 —4 0 5 —~19

i) 2 =i _ 3. .2 |..z3

(-2 |-2 (b __4 2 |___8§

¢ v —2 J2f___ 4. 2| __.8

(-3 (2) .(-2) [:j| 2 2

-2 ©® W @ [5 |.__5

(-7 @ 7 @O =1 0

k= 2 -2 3 0 1 —1
Ornek 2 3 12 5 9 -2 20
1 2 -1 3 -2 —6

2 4 2 4 0 10

-1 2 1 -1 4 12 -

3 4 —1 7 -4 -8

—2 0 4 —4 0 12°

.. 2. =t .3 -2 |_=§

-2 || _2 _ (=D _2 | _12

(D =y (L] D a3

(-3 =2 __ %2 -2/ 2 |__210

(2 (D __2 (b =4 |:.=2
(-8 (=3 (=D 0~y 0

i 3 -1 2 —1

n
|
o
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7

7 7
ol — 21— |T5lT=

17— 1 T1T9= |T7Te—

gosterilmig; by, larm altina ise ? igaretleri konulmugtur. Cholesky me-
todunda b,, larin yerine ry, konulur, bu arada c¢; lar ortadan kalkar.

6.5. Bolitm Olmayan Algoritma.

Kiicitk hane sayih, tam katsayilar halinde, gimdiye kadar kullani-
lan sekildeki algoritma iglemi esnasinda bolmeler nedeni ile tam say1
dzelligi ortadan kalkar. Bu durum, degigtirilmig, boliim olmayan algo-
ritma ile Onlenir. a; ile garpilmig birinci satwr, a; = by, ile garpilmg di-
ger satirlardan gikartilarak birinei siitun yok edilir; yani A, indirgen-
mig matris agagidaki gekilde bulunur :

Ar=DbyA—e; b, (16.1)

burada ¢,,A min birinei siitun ve b ise birinci satdir. Ikinci basa-
makta da benzer gekilde hareket edilir ise, 1ki defa indirgenmis matri-

_sin, biitiin elemanlarmmn, by, kigsegen elemanina boMinebilecegi goriiliir.

Miimkiin olan minimum haneli sayilara gecmek ig¢in, by, e bdlme iglemi
yapilir; yani kural geregince BN :

Ay;=(bpz Ay — ez b¥ : by _ (16.2)

olur; burada ¢;,A; m ikinei siitunu, b? ise ikinci satiridir. (16.1)} denk-
leminden
by Az=bibpA—bane bl —e b, ’

“bulunur; burada

bz = by; 822 — €21 by
¢ = by a:—eb?
- bP=hyna?—ocunb

dir; boylece (16.2) denklemindeki parantez ifadesi igin,
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olarak kullanilmahdir. Ayrica toplam geklinde kontrollarda yapilabilir.
Bu boliim olmayan algoritmada, ana bblge determinanti dy; ., = by st-
fir ise, satir degigimi yolu uygulanabilir.

by Az =hy by A — (buan — cu bl e bl -— b a2 b2 + by b ¢ya? — e b e bl

elde edilir; burada eybpeb' digmda her terimde by, garpanAvard_lr. Ayni
durum, daha sonraki basamaklar iginde miimkiindiir; ve indirgenme ig-

lemine agagidaki gibi devam edilir : Ornek : _
’ 3% — X+ 2x3+ 4= = 11
, 2X1+3X;+ X3—2X4+X5=— 6
Aa—(bag Az""‘Cu bﬁ) : bzg . (16.3) le_zxz + 2X3—- % — 1
A= (by Ar— e b by (18.9 4% 4+ 3% —2% + X —xs=— 1
e — X+ 3%+ 2% — Xt xXs=— 8
sy ens s . . . 1 —3 19
by, ¢ ile ilgili hesap kural geregince ginler elde edilir : 9 6 5 1
' ' ‘ 3 -1 2 4 0 11 19
. 2 3 1 —2 1 —6 —1
. byp=an, cu=a
1. Satir ve Siitun 1k = a4, Cia = 8 1 —g s 1 0 1 1
2. Satir ve giitun by = ag. by — €2 bue 4 3 —9 . 1 —1 -1 4
ci2 = ap by — ¢ byz . —1 3 2 _.1 1 —8 4
3. Sira ba = [{as by — ca1 bi ) bag — ca® ba] 1 by 5 —1 2 14 g ié 12
2 11 —~—1 —14 —_ —4
e = {(as by — ¢y byg) be — ca ba] i by 1 |T| 13 — 49 5 —96 |—127 -
. ' 11t coltlde fade adilehili . 4 13 —47|—194a —7 | —409 |—610
Genellikle, hesap kurah agagidaki gekilde ifade edilebilir: sira ile . 1 8 32 191 ’ 267 801 1068
9 27 —2 —3 267 | 0| o
an by — ca bk =du. (17.1) X = 1 —2 -1 2 3 | —1 I 0
{dica bz — cabud 1 by = diea . (17.2) det A — 267 -
(dic.abaa — ez ba) T b = deey (17.3)
6.6. Invers Matris Hesabn. Matris Bdliimii.
bulunur, Bu hesap _ _
' — . Tekil olmayan A matrisinin X = ‘A-! invers matrisinin hesabi, 3.1.
dui=bs | flrkxi (18.a) de goriildiigii gibi agagidaki denklem sisteminin ¢dziimiidiir :
dex==cyx | flirg> i (18.b) ‘ !

\Ax=1| (19)

elemanlarinda sona erer; ve burada n adet e, siitunu, n-kath ikinei tarafdir, (Sekil 64 deki gemada

gosterildigi lizere) sag taraf I, yok etme esnasinda I' = (y;) all liggen
matrisine doniigiir; bu ise OI' = I geregince € nin invers matrisidir. Sag§
taraf olarak k-mmei siitun vy igin, basamakl BX =T sisteminden alinan
invers matris X in k-ninci siitunu x, coziim olarak bulunur. Bu ¢oziim
siituplar: gemada siitun geklinde gosferilir ise, X tranpoze gekli X' nii
alir; burada I' 1n k-nincl siitunu sag taraf olarak, sagda verilen nega-
tif birim matrisin —1 elemanindan cikar; Sekil 6.4. e ve sayfa 82 deki

dises = b; ey _ ) (18.c)

j-inci ana bolge determinantina egit olur. Son kdgegen eleman b, , bura-
da det A katsayilar determinantina egittir. Genellikle dy . j degerleri mat-
risin j-sirahh alt determinantlarimi gdsterirler. (17) denklemindeki pa-
rantez ifadelerinin yukardaki kégegen elemanina béliinebilmesi kontrol

F. 6
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hesap semasina bakiniz - Yani yapilacak tiim matris iglemleri gun.

lardir : —_
1. C ve B nin kurulmasi A I
CB=A4-[CB
8 ]
2. Yeni sag taraf I' nm bulunmasi c 7
orzleﬁﬂ |
_ PR
3. X bilinmeyeninin hesaplanmasi
BX —‘I‘I =0 ’E‘ Sekil 6.4

Satir toplamlar: kontrolu A veya B disinda I veya I' sag taraflarinin her
n siitununa da genigletilebilir. T 1n denklem (19) da yerine konmagi ile 1
yapimasi son kontrol, kisa gekilde, A m o, slitun toplamlar ile de, ve _.

X nin x, satir1 igin yaplabilir :

gron -+ ottt ... F ot —1=0k=1,2,...,n). (20 ]

n = 4 ig¢in, sayfa 82 de tam hesap gemas1 ve bir sayisal Srnek verilmig- '

tir. Hane sayis1 icin 8. 86 daki drnege bakmiz.

¢ )} T3 a4

1

ayy (: 3T a3 a4 1

A 8z ap 83 an 0
831 a3 833 2 0

a4 242 Q43 Ay 0

1

R OoOloOoOKRO|R

— en } b by ba | Ta
— 031
—eCy Gz Ca l bg | Ta Ta Tas

= OO OO

0 0
X1 Xo3 X1 Xq |[— 1 0
X’ X2 X3 X3 X 0 -1 0
K13 X3  XKag  Xq3 0 1
X4 Xm X Xy 0 0

HOOO|ORODOO I RooO| R
(xad
[
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SRNEK
2 2 1 -4 | 1 1 1 1 5
1 0 -1 2 | 1 3
A 2 -1.—2 -3 1 3
-1 2 2 4 1 0
0 1 2 —5 1 —1
1 0 —1 32 o1 - 3
—2|—1 0 -1 -2 1 —3
1 2] 1 —4 -3 2 1 -3
0 1 —2[ 2 4 —3 —2 1 2
-2 2 -3 -1 |
2 0 5 2 —1 0
_ ~1 1/2 -4 —3/2 -1 0
147
@Yy 1 3 1 ~1 0
1 —-12. 2 1/2 -1 0
3.3. de verilen matris boliimii.
\AX:P{mwaQXzAﬂP @1)

iginde ayni gekilde hareket edilir: burada np-matrisler, P, X, p-kath
ikinei taraf P li denklem sisteminin ¢Oztimlenmesi ile bulunur; bu ise
P nin p-adet p, slitunundan olusur; ve X in p-adet x, siitunu bunlars,
kargl gelir. Boylece $ekil 6.5 deki hesap gemasimn bagka bir actklamaya
ihtiyae:r yoktur. Caligma adimlar: sunlardir :

1. C ve B nin bulunmas
CB=A—> ]a}_}
72. Yeni sagtaraf Q nin bulunmas:
co-r-[a
3. X = (x) bilinmeyenlerin hesab:.

BX-QI=0-|X
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X = AP bolme probleminin ¢bziimii, A™' invers matrisinin ayr
hesaplanmasi ve bundan sonra P ile A™ in garpimas1 uzun bir yoldur, 3
Zira A~'P in bulunmas! icin, tam matrisler halinde n’p carpim gerekli- 3
dir. Bu ise 2 ve 3 iglemlerinin gerektirdigi saywdir. 1 iglemni iki halde de 7§
yapilmalidir; fakat A™! in hesahb icin ayrica I' ve X = A~ bulunmahdir, 3
Bu fazla calisma, denklem sistemlerinin c¢ozillecegi sag taraf sayisi p 4
den tamamen bagimsizdir; hatta bu tip sag taraflar sonradan keyfi S8~
yida eklenebilirler. Eger a; elemanlar: herhangi bir amag igin ifade edil- :
migler ise, invers matrisin bulunmasi bir anlam tagr. 3

biiylik olciide sadelegir '. Ik 6nce A nin yaninda A™
(ATAY =A'A1=A A V=I=AA"?

den anlagilacagl gibi A-! de gimetriktir : X = AV,

uygun olur. Boylece 6. 6 da aranan X = A"! invers matrisi

\“E_&f_r_i-

1 T. Banachiewicz tarafindan verilen Cholesky geklinde bir metoda gire: On the

computations of inverse arrays. Acta Astron. C. Vol 4 (1939) p:

26—30.

4

o P
WA P 1
~ &
n b
4 ¢ E
'
b I 7
Sekil 6.5

: Onémli A = A’ simetrik matrisi 6zel halinde A™ = () nin hesabi 3

\ o
f o

6.7. Simetrik Matris igin Invers Matris. ‘ [

Hesabm ilk kisrm J¥
yani C, B iiggen matrislerinin bulunmas1 6.6. daki gibi olur; ancak si- R
metrik halde denklem (12) ye goére by ler ile birlikte verilen ¢, larm §
hesabi sadelegir. Buna gore, T' invers matrisinin C den hesaplamnas1 £

(22) R =

85

: .den bulunur. Zira A~! in matrisinden dolays, denklem (22) de kégegen

glemanlar: 1 diginda alt iiggen matris I' min yalmz kogegenin iistiindeki
gifir elemanlar: kullanilabilir; ve bdylece I' matrisinin geri kalan kismi-
nin bilinmesine liizum kalmaz. Denklem (22) deki mafris carpuninda

. A-! in siitun geklinde hesabina A™ in son siitunundan baglanir ve sirasi

[ jle B nin son, sondan bir evvelki...
: adet sifirdan ve T adet birden olugan son stitunu kullamlarak

satir1 ile carpilir ise, 1 nin n—1

G » Iy --» G1n €lemaniari agagidaki gibi bulunur:

Clon == 1/bos
s bn_.'l,m ons bn—l;n—I
- [bn—2_|n Ol + bn—2m—1 an—]m) : bn—2_m...2

mn—] m =

Cn_2sn = (23)

P T T T T T T A T R R B R R

Ayni iglem A in sondan ikinci siitunu ile de yapilr; bu slitunun son
elemant ¢, , — ise, simetriden dolay: bilinen o, ,, elemanina egittir; bu
neden ile hesap ana kogegenden itibaren yukar: dogru yapilacaktir; bu-
rada ise ' mn biitiin elemanlar: ise 0 ve 1 olarak bellidir. Genel olarak
A-! in k-ninc1 siitunun elemanlar: ana kdgegenden yukari dogru su ge-
kilde hesaplanir : ’

e = (1 — Bico Oak — Blyag Cnete— * ** = Dlojies Gt b | (242)
ok = — (Din Oate + Dijar1 Gas s,k + + ¢+ Dijit1 Risrste)? bi; (24b)

a i=k—1,k—2,...,2,1,
A Bu esnada daima A-! in matrisinden faydalanilir, Buhun

igin A-! ve A nm yalniz kdgegenin iist tarafmda ve iize-
rindeki elemanlar yazlir ve A-! in asagida kalan siitun
parcas1 yerine kdgegene simetrik satir pargasi konur.

Denlklem (24) deki carpimimn bulunmas: igin Sekil 6.6.
! da verilen yol izlenir; bunun igin sabit k halinde B matri-
A a{ ~ sinde i =k dan i —1 e kadar satir, yukarl dogru cikilir;
v ve hiylece k-niner siitunun g, elemanlan siragl ile elde
kK edilir. k =n,nl, .. 2,1, icinde ayni sckilde hareket edi-
lerek invers matris tamamlamr. A-!in her satirl bittikten
sonra denklem (20) gerefince A nin o stitun toplamlary
ile kontrol yapilir.

Sekil 6.6
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degilse elelj.r'la:plan,ul/bm veya 1/a;, mertebeli ol Anlagildigi iizere
orta,ya: glke:,n biitiin degerler i¢in ayni sayida gecerli hane esas alinmr: sa,:
yisal 6rnefe bakimiz, ) ,

Ornek : Agagidaki matrisin invers matrisini bulunuz.

38 —-14 17 0O
—14 25 21 10

H= :
17 21 -18 3
0 10 -3 15
41 42 23 28 134 | Probe
38 — 14 17 0 41 0
25 : 21 10 42 ’ 0
—18 3 23 0
. 15 28 0
38 —14 17 0 41 0

0,368421] 10,84206  27,26316 10 57,10526|]— 4.10~5
— 0447368 —1,374 008 — 63,06506 — 10,74008 |—73,80517 3.10-°

0 — 0503980 —0,140302| 11,78926 | 11,78926 0
0,01878375 —0,00167502 0,01545690 —0,00197470 |-
0.02664512 0,02568721 -0,02200085 | , _,

. —0,01339655 ~0,01444549
| : 0,08482297

1,000 000 1,000 001 1,000 001, 0,999 998 Probe
Sonug, ¢ok yuvarlatilmigtir,

7. Lineer Bafimhlik ve Rank.
T.1. Bir Vektir Sisteminin Lineer Bagumhiga.

16 da verilen lineer bagimlilk kavram burada, Snemli noktalar-
da genigletmek amaci ile tekrarlanacaktir. Her birinin n bilegen aj* bu-
lunan p g.det a,; vektorlerinden olugan

a, = {a}J a';:--' 3 a':,}
a2 = {afs ag)'- .y a:}

lllllllllll (1)
aP = {aﬁ'; 3-’5; L ,ap} J

Denklem (24) den anlagilacag gibi, efer det A nin degeri cok kiiciik 1
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gistemi ele alalim; bu p-sayih n-kath sistemdir. a;* bilegenleri genellikle

reel, bazi hallerde ise kompleks saytlar olabilir. Bu vektdrlerin, ayni sa-

E y1 bilgesine, (yani reel veya kompleks bdlgeye) ait ¢, sabitleri ile lineer

korbinasyonlar1 yapilarak sifir vektorii c¢ikarlir ise, bu ve vektérlere
lineer bagiml adi verilir. ‘

Tanmm 1. Eger p adet ve smfira esit olmayan c;,¢;, ..., ¢, sabitleri

cra;+ Gyt ...+ ca,=0 2

bagintisim saglayacak sekilde, ayni sayr bolgesinden segilebiliyor ise, reet
veya kompleks bslgedeki a;* bilesenli ay , a,, ... a, vektdrlere lineér bafim-
I denilir. Buna karsihik denklem (2) den ¢, = ¢; = ... = ¢, = 0 g¢ikmasi
halinde, vektdrlere lincer bagumsiz denir.

Vekttr denklemi (2), agagidaki n adet bilegen denklemi, yani ¢,

_ .c‘msinden n-adet homogen lineer denklem sistemi ile denktir :

ale, + alcs + ...+aF1’c,,=0]
ajer+ aje+ ...+ aje, =0 )

..................

aler+ale+ ...+a{:c,,=0]

Bu sistemin triviyal olmayan, yani sifir olmayan, ¢, g¢bziimlerine sahip
olmas1 halinde, vektor sistemi denklem (1) lineer bagimli olur.

Ancak belirli 6zel hallerde bir vektdr sisteminin lineer bagmmlihigi
veya bagimsizligi dogrudan dogruya goriilebilir. Buna karsgihk bir vek-
tor sisteminin lineer bagiml olup olmadig) sorusuna cevap vermek igin,
genellikle 6zel doniigiimler gerekli olur. Fakat vektorlerden birisi sifir
vektoriine egit, drnegin a, = o ise, tamim geregince lineer bagimhhk
vardir; ¢iinkii burada k + ¢ igin ¢, = 0; ¢, == 0 halinde (2) kogulu sag-
lanmaktadir. Sifirlardan olugan bir katsayilar siitununa sahip oldugu
i¢in, denklem sistemi (3) ¢, 7 0 igin ¢bziilebilir. — a, vektdrleri arasin-
da iki tanesi egit ise, veya bir vektér digeri ile orantili ise, yine bagim-
hlk vardir, Ornedin a; = ca, halinde ¢, = ¢ ve ¢, = — 1 dir; geri kalan
sabitler ise, (2) denklemini saglamak icin sifira egit alinmahdir. — n
adet birim vektdr




{1

R S 0
{0 1

€2

i

e.={0 0 0...1}
niin lineer bagimsizigt daha evvel belirtilmig idi. Burada

Cier+ &ext+...+c.e,={e, 6...,0)=c,

olur; yani ¢, bilegenli bir ¢ vektdriine egittir; ve bu ancak ve ancak, her :

¢; = 0 halinde sifira egit olur. —- Ayrica

a = {a}r a;: a;: ey a-:.}
a; = {0,a},a2,...,a%
a3 = {0,0, aj,,..,al} > (5)

311

A R L L R SO

a, = {0, 0,0,...,a"%

geklindeki n vektérden olugan siste mde lineer bagmsizdir; burada “ké-
gegen bilegenleri” a!, a;?, ... a,* sifirdan farklidir : her i icin a! = 0. Zi-
ra tek bilegenler halinde lineer bagimlhilik kogullari, yani denklem sis-
temi (3) o P

¢ a] =0-ea=0
er a) + ¢; al =0—=e=0
¢ aj + czal + ¢; al=0->¢e=0

geklini alir; burada da sirasi ile ¢, = ¢;=..=-c¢,=0 cikar.

Lineer bagimli vektérlerden olugan bir sistemde, en az bir vektér,
geri kalanlarm lineer kombinasyonudur. p adet ¢, sabitlerinden en az bir
tanesi sifirdan farkh olacagindan, 6rnegin ¢, # 0, denklem (2) ¢, ye
boliinditkten sonra a, ye gire coziilebilir :

' aq = k] a4 + ...+ kq_iaq_1'+_kq+1aq+1 + ...+ kqaq.

Burada bir ka¢ (a, niin sifir vektdrii olmas: halinde Bﬁtiin) k; ¢arpan-
lan sifir olabilir.

) V
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(p—1) adet a,,a,,..a,, lineer bagimsiz vektdrlerinden olugan
bir sistem verilmig ve ayrica, aj,a,, ... a, sistemi linecer bagiml olacak

* gekilde bir a, vektérii eklenir ise, eklenen bu a, vektériiniin digerlerine

bagh oldufu agktir. Eger denklem (2) de c,=0 olsa idi geriye
Ctay + ... + €8, =0 kalir idi, ve buradan p—1 adet vektdriin
bagimsizli§1 nedeni ile, ¢;,¢; = ... = ¢, ., = 0 bulunurdu; yani hipoteze
aykmr1 olarak, biittin sistem lineer bagmsiz olurdu. Bu durumda ¢ 320
olur; ve a, ye gore ¢dziim yapilir. -

Teorem 1. p— 1 adet 4,4, .., #,; vektorleri lineer bagimsiz, buna kar-
silik p adet a;, a,, ... 2, vektdrleri lineer bagimii ise, yalniz a, # o halinde,

Ay =Car + 2t ...+ G181 . (6)

bulunur; burada c, katsayilarinmn hepsi birden siftr olamaz.

Bir vektdr sistemi a,,a,, ... a, ye, r tane lineer bagmsiz vek-
tore sahip olmasi, fakat vektdrlerden r + 1 tanesinin daima lineer ba-
gl olmas: halinde, r rankh denir. Gorillecegi gibi r < pdir; ver=p
igin vektorler lineer bagimsiz olur.

7.2. Bir Matrisin Ranks.

. Bir mn-matrisi A = (a;,), m bilegenli n adet a, siitun vektorleri-
nin veya n bilesenli m adet satir vektdrlerinin sistemi sayilr, Bunlar-
dan her birine lineer bagimsiz siitun veya satirlarm maximum sayis1
olarak bir “rank” verilir. Bu iki rankmn ayni oldugu ve dolayisr ile mat-
ris icin rankin r oldugu gériilecektir. Bu r sayisl, m ve n saylarimin
kiiciigiinden daha biiyiikk olamaz; yalmz sifir matrisi halinde r — 0
dir.

Hipotezimizin ispat:, ayni zamanda matrisin pratik rank belirlenme-
si — ayrica herhangi bir vektér sisteminde rank belirlenmesi — icin
matrisde, ne satir ne de siitun rankim degigtiren bir seri doniigiimler ya-
pilacaktir, Bunlar asagidaki “elemanter déniigiimler” dir :

‘L ki satir veya siitunun yer degistirmesi ;'
II. Bir satwr veya_'sﬁtunun, ¢ 0 carpam ile carpilmasi;

IL. Herhangi bir ¢ says ile carpilmig bir satir veya siitunun diger
- bir satir veya siituna eklenmesi; :
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Ilk onee bu doniigiimler halinde a, siitun vektérlerinin r rankmin
yani A matrisinin siitun rankinin degigmedigi gdsterilecektir. Matrisin
herhangi r 4+ 1 siitunlu, 6rnegin

Bit; &izy + » o 5 Dirs 1 ’ (7

Secilmig olsun. Bunlar, hipotez geregince, r rankina gire lineer baghdir;
yani hepsi birden sifir olmayan ¢; sabitleri ile

c]:a'il +c:ap + .. at Crs1 A1 = 0O (8

denklemini saélarlar. Vektdr denklemine agagidaki m adet bilegen denk-
lemi kars: gelir :

cfam e anzt ...+ Cyiranar=0
Cray + Cazgp + ...+ Cry1Ba401 =0 ‘ @)

Cy &1 + Ca ami2+ e +Cr+1 a'mir-l-l = 0
Simdi {i¢ elemanter doniiglimii sira ile inceleyelim :

1. 1ki satwr veya siitunun yer dedistirmesi :

" a) Satirlar : (8) denklemlerinden ikisinin yer degigtirmesi; ¢, ¢o-
ziimlerine etkisi yoktur; rank degismez.

b) Siitunlar : siitun vektorlerinin degistirilmesinin, kendi aralarin-
daki lineer bagimsizlarin maximum sayis) r ye etkisi yoktur; rank de-
Zismesz.

I1. Bir satwr veya siitunun, ¢~ 0 ile ¢arpilmas :

a) Satirlar : (8) denklemlerinden birinin ¢ # 0 ile carpiimas; ey GO~
zimlerine etkisi yoktur; rank degigmesz..

b) Siitunlar : c ile garpilmug siitun, (7) deki siitunlar arasinda var
ise, drnegin ay, bu durumda c, yerine ¢;/c alinir ve (8) denklemleri de-
gigmez; yani rank yiikselmesi yoktur; ayni zamanda rank kiiclilmeside
olmaz; zira II déntisiimii uygun diger déniisiim ile tersine cevrilebilecek-
tir. Bu esnada rankin yiikselmesi gerekir; bu ise imka&nsizdir.

o1

H1. ¢ ile gorpilmas satirn (veye stitunun) bir digerine eltlenmesi :
a) Satirlar : ¢ ile ¢arpilmig bir (8) denklemin digerine eklenmesi;
¢, coziimlerine etkisi yoktur; rank degismez;

') Siitunlar : yalnz a, defismesi ile, a, yerine a, 4 ca, koyalim. Ya
a,, (7) siitunlarn arasmnda ortaya ¢ikar, bu durumda (8) de bir degig-
me olmaz. Veya ortaya g¢ikar ve a, = a; , ( geklinde olur. Bu durumda
(7) yerine o

i, ¥z,..., 81+ ¢ az. (7Ta

yazilir. Ik r adet vektdr lineer bagiml ise, (7a) vektorleride lineer ba-

- gml olur ve (8) denklemleri degigmez. Fakat ilk r adet vektir lineer

bagimsiz ise, rank r oldugundan yani r -~ 1 adet vel_:tﬁr lineer bagimh
oldugundan ‘ '

8, = o1 81 - Gz + ... OB

a=0rag+ Brap+ ...+ B
ve dolayis ile

ay+ca,=Y1a; + Yoap+ ...+ T

gecerlidir; burada y, = X - cf, olur. Yani yeni vektor ile de lineer ba-
gumhlik vardir; rank yilikselmemigtir. Ayni zamanda kiiciilemez de; zi-
ra. ddniiglim, uygun diger bir doniigiim ile tersine cevrilebilir; bu esna-
da rankin yiikselmesi gerekir; bu ise yukardakilere gdre miimkiin de-
gildir. '

Boylece elemanter dénligiimler ile bir matrisin siitun rankinin de-
gismeyecegi gosterilmig olur. Satir rankida degigmez : clinkii biitiin dii-
siineeler, siitunlarm A’ mn satirlarina egit olan tranpoze A matrisinede
uygulanabilir, )

Simdi matris, Gauss algoritmasinda uygulanan, satir déntigiimleri
yardim ile agagidaki genel gekilli iist iiggen gekline doniistiiriilecektir.

bl]b121°'b1r|b].r+1--'bln
0 b22...b2r|b2,.r+1-...b2n
S r
0 0 +..bylborse1e:s Do
B=Y00 010 ..o - @

....... [ ..

00...0]0 0y m -y

R e S TN

r n—r
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6.4. de tamimlanan satir degistirmesi yammnda, bir siitunda, hesaplana-
cak sayilar arasinda, kogegen eleman olabilecek sifirdan farkh bir ele-
mana rastlanmamas: halinde, bir siitun degigiminde gerekli olur. Bu

durumda, bir sonraki siituna gecilir; ve burada, serbest siitunlarda, si--

firdan farkl ve kogegen eleman roliinii oynayan bir eleman aranir. Bu
yoldan — satir ve siitun yer degistirmesinden sonra — sifir olmayan r
adet b; > 0 kigegen elemanlar1 bulunmug olur. Boylece r adet bagin-
g1z satir ortaya cikar; satir ranki r olur. Siitun rankidz aynidir. Ik r
stitun, iiggen gekli nedeni ile, lineer bagimsizdir; fakat bundan sonraki
her s sittunu bagmmbdir; zira

etbi+...+e¢b +eb =0
agagidaki gekilde bir denklem sistemidir.

byer 4+ bges+ ...+ bie,+ b, =0
bpcr+...4 by, 4+ b, =0

.......... LI

_ brr cr + brs C, = 0
bu ise, by s (nedeni ile, tamamen ¢oziilebilir. ¢, = Oigine, = ... = ¢, = 0,
buna kargihk c, 20 igin, genellikle sifirdan farkh c¢; sabitleri bulunur
ve bdylece siitun rankida r olur. Yani matrisin rankida r dir.

Tanm 2 : Bir mn-matrisine, r adet lineer bagimsiz veya siitunlu ise, buna
karsibk r 4 1 ve daha falza satir veya siitunlar lineer bagmml ise, r rankli
denir. :

Okuyucununda bildigi gibi III. donilglimii, yani satir ve siitunlarin
lineer kombinasyonu, daha basit degerlendirilebilecek bir gekle getirmek
igin, determinant hesaplarina da uygulanir, Burada, bilindigi gibi, de-
terminantin degeri degigmez, I. doniiglimii, yani iki siranin degigtiriime-
s1 halinde, determinantin igareti degigir ve IL doniigiimii halinde ¢ 20
ile garpilir. Bu ii¢ dniigiimden hi¢ biri determinantin sifir olmasmi ve-
ya olmamasim dikkate almaz. Buradan, ve elemanter dbniigiimler ile A
dan ¢ikan B matrisinin iicgen geklinden su sonuca varilir : B nin yanin-
da A da en asag bir tane sifirdan farklh r sirali determinanta sahip-
tir; buna karsilk A da var olan daha fazla swra sayih biitiin determi-
nantlar ortadan kalkar. Bdylece matris rankinin ikinei tamm elde edilir,
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Tanim 3 : Bir mn-matrisine, sifir olmayan en asa§ bir tane r sirali deter-
minanta sahip ise ve meveut olan diger daha yiiksek swa sayili determinant-
lar da ortadan kalkryor ise, r rankli denir.

Ornek : Agagidaki kare matrisin rankio1 bulunuz.

1—3 2 4-—2
—2 6 —4-—3 2
A=| 3-7 5 8—3
-2 8-—5—-2 3
1-5 3 3-3

Agagidaki gemaya gore, toplam kontrolleri ile genigletilmis zincirleme
algoritma ile déniigiim : -

1—1 1 10-3 | 8
1—3 2 4—2 2
-2 6—4 —3 2 |-—1
3—7 5 8—3 | 6
—2 8—5 —2 38 2
1—5 8 3—3 |—1
1] —3 2 4 —2 2
2 0 0 [5]—2 | 3
—3 |2]—1—4¢ 3 0
2—-1 ©¢—% 0 0
—1 1 o 1 0 0
—1 -1 0 0| o

3. siitunda artik sifirdan fafkh eleman yoktur; 2. satirda kbgegen. e!e-
man olarak 5 bulunan 4. siituna gecilir. Boylece satirlarin yer degigtir-
mesi ile su elde edilir :

1—3 2 42
0 2-1-—4 3
B*=| 0 0 0 5 -2
¢ 0 0 0 0
o 0o 0 o0 0

Sifirdan farkll 3 satir1 nedeni ile B* 1 ve dolayssi ile A nin rankl r = 3
diir, 3 ve 4 siitun degistirilerek iiggen matris elde edilir :
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Uggen geklinden gu teorem cikar :

Teorem 2 : Bir mn-matrisinin rank, en fazla m ve n saydarnm kiiciigiine
esittir, :.

Buradan da teorem III cikar :

Teorem 3 : n adet a,* bilesenli n adet a, vektdrlerinden fazlas: daima Imeer :
bagmlidir; diger bir deyimle n-boyutlu R, uzayinda en fazla n adet lineer.
baginsiz vekiér vardur,

Zira vektdrlerin a,* bilegenleri — p > n igin p adet — np-matrisi-
nin elemanlar: olarak siitun geklinde siralanabilirler; bunlarin rank: en ?:
fazla n e esit olur; ve bdylece p adet siitun vektérii a, , p > n nedeni
1leb llmeer bagimhdir. Ayrica — teorem 3 ile birlikte — su teorem sdyle-
nebilir :

Teorem 4 : n adet lineer bagimsiz, n boyutlu a, vektSrii verilmis ise, keyfi,
n-boyutlu bir a vektorii a, larin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir :

a=cia+ca+...+c,a, (10)

~

a, vektorleri R, de bir “baz” olustururlar. Denklem (10) tekil olmayan |
A = (a,3,...a;) katsaylar matrisi ve a saf tarafli homogen olmayan J
bir denklem sistemini ifade eder ve buradan, keyfi a halinde ¢, katsay- 1
lart bulunut. '

7.3. Matris Q‘arp@mldmmn Rank.

EZer A ve B garpanlarmun r, ve ry ranklar1 belli ise, AB matris
garpiminin ranki hakkmda cegitli, az-veya gok dogru tahminler yapila-
bilir. A veya B matrisini tekil-olmayan ve kare olmas1 halinde bu durum
¢ok basitlegir. A matrisi, r rankll bir mn-matrisi ve B matrisi tekil-ol-
mayan m sirali kare matris olsun. BA = C ¢arpim matrisinin ranki ne
olur? A nmn n adet a, siitunu ile, carpim asagidaki gibi yazilir ;
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BA:B(aq,...,an):(Bal,...,Ban):(C1,...,c,,)=C.

k' O nin ¢, slitunlan, a, stitunlarimn déniigmiigleridir :

Cp = Bﬂuk.

Simdi r adet lineer bagimsiz a, siitunu vardir; ve genellige zarar verme-
den, bunlarm ilk r oldugu kabul edilebilir. s > r halinde her a, siitunu
jgin teorem 1, geregince

Kim ...t ke ba o, (11)
veya Kisaca '
Ak=o0 (11"
olup,  burada o
A.=(a;,...,a.,a,)
kismi matris ve )
k=(k,,...k,1) +0.
vektérdiir. Boylece
BAk=C.k=o, (12)
daha ayrintih olarak -
kiei+ ...+ ke +c. =0, (12")

Bulunur. Yani r -+ 1 adet ¢, vektorii lineer bagimhdir, ve C nin ranki
r den bilyiik olamaz. Fakat B nin tekil-olmayan bir matris olmas: nede-
ni ile BA = C bagintis1 tersinir olmadigindan, A mn rankinin da € nin-

" kinden biiyitkk olamiyacafl sonucuna variir. Yani C ile A ayni rankl-

dir. Tekil-olmayan nn-matrisi B halinde, AB ¢arpim incelenmek istenir
ise, B’A’ ne gecilir ve ayni sonu¢ bulunur.

Teorem 5: A, r rankli mn-matrisine B kare, tekil-olmayan ve A ile gar-
pilabilen bir matris ise, ¢arpim matrisi AB veya BA ayni r rankli olur.
Karesel tekil-olmayan A halinde su 6zel hal elde edilir :

Teorem 6 : Tekil-olmayan kare matrisler A, B nin carpim AB de tekil-
olmayan bir matrisdir, Bu durum 2.2. de verilen determinant teoremi 3 den
de elde edilebilir. Bu iki teoremi biraz degisik sekle sokabiliriz.

o
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Teorem 7 : r rankli bir vektdr sistemi a; ... a, de tekil-olmayan Ba, = ¢
d6niistimii yapilir ise, yeni € ... ¢, sistemi eski sistem ile ayni r rankma
sahip olur; ozellikle a, vektbrleri lineer bagmsiz (r = p) ise, dOniismiis
c, vektorleride lineer bagmsizdirlar. ' '

‘Bir matris ¢arpiminin her iki ¢arpani tekil ise, ancak Ozel hallerde
basit ve tek bir tahmin yapilabilir. Boylece agagidaki teorem sdylenebi-
lir (Bak. Sekil 7.1.).

n Teorem 8 : Siitun diizgiin mr-matrisi A ile, satir diizgiin

,,7% rn-matrist B nin garpumu olan mn-matrisi C = AB nin
ranki r dir. C nin siitunlar1 r adet bagimsiz b' satirlar-

nin lineer kombinasyonlaridr.

r

ml4 C=AB

/ Son iki ifade asafidaki gibi kolayca elde edilebilir-
Sekil 7.1 ler:
bll ‘v ea bln
C=AB=(,...,2) [...... =(en...,0C) ile
brl [ brn
Gk = breas + byg + ..+ baa, (k=1,2....,1) (132)
gy .81 bt c!
C=AB={...... =1 ¢ ile
Aml- - -am;a br Cn
¢d=aybltaphi+...+a,br (i=12...,m) -~ (13b)

B matrisinin en agaf bir tane sifirdan farkli r-sirall determinant1 var-
dir; ve ilk r siitunlarindan olustugunu diigiinelim. Eger C nin rankimn
r olmasi istenir ise, keyfi & > r igin, hepsi birden sifir olmayan ¢, sabit-
‘lerine sahip

et ., et eae =0 (14)
denklemi saglanmahdir. Burada denklem (132) yardim ile’ -

(bﬂ C1 "[“ - + l).lg cr+1)a’]: + (b21 1= ... +.b15 cr+1)3'2
+ ...+ (bﬂCI + .0+ brsca+l)ar=0 ,

ve a vektorleri lineer bagimsiz oldugundan agagidaki denklem sistemi

bulunur : : . A

o7

“buer+ ...+ bie + by =0
........ e e e e , (15}

Burada ¢, # 0 secilebilir. B nin stitunlar, ilk r stitundan olugan deter-
minant sifir olan farkli olacak gekilde siralanmig kabul edildigi igin, sis-
tem geri kalan ¢;... ¢, bilinmeyenlere gére ¢dzilebilir .Buna gore denk-
lem (14) i sagliyacak, sifira egit ¢, sabitleri yoktur; yani r 4 1 adet ¢
vektorii daima lineer bagmldir; fakat denklem (14) de son sabit

- €y = 0 almir ise, denklem (15) den, sifira egit olmayan determinantlh

ve yalmz ¢, = ¢ = ... = ¢, = 0 triviyal ¢6ziimii veren homogen bir sis-
tem bulunur. Ilk r adet ¢, ... ¢, lineer bagunsizdir; ve C matrisinin ranky
r olur.

Tersine rank r olan her mn-matrisi C, sistem diizgiin mr-matrisi

A ile satir diizgiin rn-imatrisi B nin AB carpimi olarak cegitli gekillerde

gosterilebilir. Ornegin € nin r adet bagimsiz siitunu a; siitunlar olarak
veya C nin r adet bagimsiz satur1 b' satirlar olarak segilebilir. r = 1 ha-
linde carpim diyadik garpim olur :

C=ab’,
burada A =a inatrisi bir siitundan, B= b" matrisi bir satirdan olugur,
bakmmiz 2.5. ;

A nin ranki r, ve B nin rankmin ry oldufu genel halde C = AB mat-
ris ¢arpimmin ranki r; smrlanabilir, Basitlik i¢in, agagida yalniz n-siralt
kare matrisler ele alinacaktir. Dik dortgenler matrisler halinde bunlara
gifir siralar eklenerek .n-sirall kare matrisler geklinde digiiniilecektir.

r rank! yaninda bunun tiimleri olan ve 1.6. da tammlanan defekt

d=n—r|, ' S (16)

kullamlir; ve agagidaki ifadeler daha kolayca yazﬂabilif. Ayreca C'=B'C
carpunin: inceleyebilmek igin gunu kabul edelim :

TASTE
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A nmn ilk dnce iicgen gekline, ondan sonra III ve IL giitun déniigiimleri
ile agagidaki “normal gekle” getirildiini kabul edelim : (Bak. 7.4.}.

T
Na=[0 0...1 0“'0"(00)

Burada I, r, siral birim matrisidir. Gerekh biitlin satir donugumlen te-
kil-olmayan P matrisi ile soldan garpim, siitun doniigiimleri ise tekil-ol-
mayan Q matrisi ile sagdan carpim ile yapilir :

PAQ=Na.

'A_gagl_daki matris incelendiginde

C=PC=PAQ.Q!B=N,B,

C = PC ile C.nin ve B=Q B ile B nin ayni rankh oldugu anlaglm.
B nin, r adet satirdan olugan iist. 31 ve geri kalanlardan olugan alt Bz
pargalarma ayrilmag ile

=21

elde edilir. Yani C matrisi, B nin r, adet iist satirmdan ve n—r, =d

alt 31f1r satirndan olugur. B nin ranki ry oldugundan; ry adet lineer ba- %

1msiz satwr vardir, Bunun fist pargasi en fazla

4 2 4 g r, adet bagunsiz satira sahip olablhr_ Sekil T.2a.

T

cakigan kismina eégittir; yani eger bu bilyiiklik

Lal 1oL negatif degil ise, r, 4 rg—n = ry, —dy olur; ak-

‘gekil 7.2 a ve b. garpim  si halde sifira esittir. ry bu iki siir arasinda ola-
matrislerin ranki bilir; yani r,<rg nedeni ile

& -
LL ?:; —‘9—£ Bu halde aranan rank r; =r, dir. B xqin lineer -

B i ? bagimsiz satirlar, ry adet alt satir olabilir ve fist
‘ ! E satirlardan her biri bunlara bagimli olabilir, Se-
& |25 G1) s kil 7.2b. Bu halde r, ranki, en .agagl iki rankm
| L)
|
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T'min— dmin é rc = Tmin|. - (17)

di, bu ise, Silvester'in sifirhhk kanunu adi altinda bilinen su teoremdir :

Teorem 9 : n-sirali kare A ve B matrislerinin ranklart r, ve 1y ve defekt-
leri dy = n—r, ve dg = n—r1y ise, C = AB veya C = BA carpim mat-
risinin ranki re, en fazla iki rankin kiiglifiine, veya en az, en kiiglik defekt

" kadar azaltilmis en kiiciik ranka esittir. Béylece ¢arpim matrisinin ranks,
sinirlanmus olup, suurlama aralifn A ve B garpanlarmmn en kiiclik defektine
esittir. Tekil-climayan garpan &zel halinde siurlar birlesir ve r¢=r, olury
Teorem 5. '

Genel halde, Teorem 9 dakinden daha fazla bir sey sGylenemez; an-
cak 6zel hallerde, 6zellikle 2.7. de verilen Gauss doniigiimiine ait A’A
matrisi halinde baz1 geyler stylenebilir; 11.2. deki kuadratik formlara
bagh olarak bunlarin mn-matrisi A ile ayni r rankl: oldugu gosterile-.
cektir :

T4. Esdegerlilik.

Bir r rankll mn-matrisi, satirlarin kombinasyonu ve gerektiginde
satir — w stitun degigtirmeleri ile, r adet sifirdan farkh b, 3= 0 kogegen
elemanl iicgen gekline getirilebilir; ve buradan r ranki dogrudan dogru-
ya okunabilir idi. Eklenen siitun kombinasyonu ile bu iicgen maftris, ko-
gegen sekline doniigtiiriilebilir : by, /by, ile carpilmig, birinci siitunun,
k=2,3,...n halinde k-nine1 siitundan c¢ikarimas1 ile, b, diginda," bi-
rinci satirm biitiin by, elemanlar sifir olur; by / by ile carpilmig ikinei
slitunun kendinden sonraki k = 3,4, ... n siitunlarmdan’ ¢ikarilmasi ile,
ikinei satirin elemanlari v.s. elde edilir. En sonunda biitiin bu b; =0
kogegen elemanlar:, ilgili by 'ye bolinerek (ddniiglioa II) b1re egitlenir;

" ve bbylece matris agagldakl normal gekle gelir.

0|0
‘0 1...0|0...0
T

!
e
—_100...1,0..0 IO)

N = gl i . = 18
oo“ofomoi (00 (18)
........ I « e es s }m_r
00...0]_0...0J
————— ] S——

r n—r
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Ranki r olan her mn-matrisi sonlu sayida elemanter déniigiimler yardl-
m ile zol iist kégesinde r swralr I birim matrisi olan m satlrl; ve n sii-
tunlu bu normal gekle sokulabilir. Boylece su tanim yapilir :

Tamm 4 : Bir tanesinden digerine sonlu sayxda-elemanter doniisiimler ile
gecilen A ve B gibi iki tane mn-matrisine bir birine “esdegerli” denir ve
style gosterilir : :

la~B], (19)

Bu ise, ikisinin birden (18) normal gekhne get1r11eb1lme halidir; ve su
soyleneblhr

Teorem 10 : Esdegerli matrislerin ranklart esittir. Ayni mn tipinde ve esit
rankli matrisler esdegerlidirler.

1
Burada iki matrisin belirli — fakat oldukea genis — bir ig yakmhg ba-
his konusudur. Kare matrislerin daha 6nce verilen benzerlik (5.3.) ve
kongruent ozelligi (5.7.) gibi daha yakimn baglar, genel esdegerhhkten
daha onemlidir; ve bunlar egdegerhhgm Gzel halleridir.

Egdegerlilik bir matris denklemi ile ifade ed11eb111r Bir A matrisin-
deki elemanter doniigiimlerin her biri, A nin tekil-olmayan daha basit
yapihi bir kare matris ile garpimas: yolu ile yapilabilir. Ornegin 2.3. de
verilen J,, (déniigiim I), veya C; matrisi, bu I de i-inci kdgegen elemam
1 yerine ¢ = 0 (doniigim IT) konularak bulunur; ve ayrica yine 2.3. de

verilen K, matrisi (dSniigim III). A matrisinin soldan g¢arpimi satir-

larin déniismesini, sagdan carpmm ise siitunlarm doniigmesini saglar. Ar-
digik doniigiimler halinde, biitiin sol carpimlar tekil-olmayan mn-matri-
si P, ve biitiin sag carpanlar tekil-olmayan mn-matrisi Q ile gdsterilir
ige, baglangic matrisi A ile, elemanter doniisiimler ile bulunan, yani ken-
disine egdegerli, B matrisi arasmda su bagmt: var olur :

B = PAQ/, (20)

Bu ise tekil-olmayan P ve Q nedeni ile tersine gevrilerek
A=P'BQ. (20a)
bulunur. A, B matrisleri arasinda, tekil-olmayan P ve Q halinde, (20)

‘bagmtis) var ise, A vé B egdegerli matrislerdir. Zira A mn tekil-olmayan

bir matris ile carpilmasinda teorem 5 geregince A nin ranki degismez.
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Teorem 11: A ve B gibi iki mn-matrisi, yalniz ve yalmz, denklem (20)
ve (20a) bagntilarmmi sagliyan tekil-olmayan P ve Q matrislerinin (bun-~
lardan birisi birim matris de olabilir) var olmas: halinde esdegerlidir. Ozel-
likle r rankli her mn-matrisi A, (18) normal sekline getirilebilir. 1ki kare
matrisin, yukarda verilen “benzerligi”, burada P = Q7! hipotezli &zel hal
ve kongruent &zelligi ise.P = Q' hipotezli &zel hal olmaktadir, Her iki
halde de bag, tekil-olmayan tek doniisiim matrisi Q ye dayanir,

8. Genel Lineer Denklem Sistemleri.

8.1, Genel Homogén Denklem BSistemleri.

Simdiye kadar bir lineer denklem sisteminin cdziimiinde tekil-olma-
yan kare katsayillar matrisi dngoriilmils idi. Simdi ise, kare olmayan
katsayilar matrisli genel denklem sisteminin ¢dziimii ele alimacalk ve ilk
once agagidaki homogen sistem. gozulecekt1r '

IAx=o] , (1)

- Burada A mn-matrisidir ve ikinei taraflar siﬁra. egittir. Bu tip sistem-

ler bir taraftan genel homogen olmayan denklemlerin esasidirlar; diger
taraftan Boliim IV de incelenecek Szdeger problem1 ile ilgili, kare mat-
risli sistemler olarak ortaya gikarlar. Her halde sistemin

XI=X=...=X,=0, kKisaca x ='0, (2)

trivial ¢tziimii vardir. Bu ise genellikle dnemsizdirler; zira herhangi A

matrigi igin gecerli bir cOziimdiir. Trivial olmayan x == 0 ¢bziimleri yani

n adet x; bilinmeyenlerinden en az bir tanesinin sifirdan farkl oldugu

¢oziimler onemlidir. Fakat sistemin bu tip bir cozlimii var ise, ayni za-
manda bu tip sonsuz sayida ¢oziimil olur; yani ¢oziim tek degildir.

Teorem 1: x;, (1) in bir ¢Bziimii ise keyfi ¢ ¢arpanlt X = e;x; de bir ¢b-
zim. olur. X; ve X, (1) in iki ¢oziimii ise X = x; + X; de yine bir ¢éziim-~
diir, Homogen lineer denklem sistemlerinin bu karakteristik ozelligi, yeri-
ne koyma islemi ile hemen anlasilir ;

A(cx)=cAx;=o,
Axi+x)=Ax;+Ax:=0.
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Trivial oﬁnayan ¢oziimlerin varligina gelince A matriginin a, stitunla-
rma sahip ‘ ' ‘

X+ axet...FaX=0 (1a)

geklindeki (1) denklemlerinden 7.1, tamim 1. geregince gu yazilir :

Teorem 2: n adet x, bilinmeyenli homogen denklem sisteminin, katsayi-
lar matrisinin & siitunlar1 lineer bafimh ise, yani r raok:, n den kiiglik ise
ve sistemin pozitif defekti d = n-—r > O ise, trivial olmayan ¢bziimleri
vardir. A matrisi, siitun diizgiin'ise, (1) in yalmz trivial ¢bziimii vardir.
Buradan su teorem gikar: :

Teorem 3 : Denklem sayisi, bilinméyenler sayisindan az (m < n) homo-.

gen denklem sisteminin, daima trivial olmayan ¢oziimleri vardr. Zira an-
cak bu durumda rank r < m < n dir, yani teorem 2 deki kosul saglan-
mugtir. Buna gore

Teorem 4 : n bilinmeyenli n denklemden olusan homogen bir sistemin, an-
cak ve ancak, nn-matrisi tekil, yani det A = O ise, trivial olmayan ¢dziim-
leri vardi, ' ’

Pratik coziim yine sdyle yapihr : A matrisi Gauss algoritmas: ile
B iist iicgen matrisine, yani verilen sistem basamakli bir sisteme doniig-
tiiriiliir; burada — gerekli satwr doniiglimleri yapilarak — ilk satir.si-
firdan farkh olur; var olan diger satirlar (m > n halinde) sifir olur.
Sistem kendilifinden r adet lineer bagimsiz denkleme indirgenir; geri ka-
lan denklemler ortadan kalkar. Gerektiginde siitun déniigiimil ile (yani
bilinmeyenlerin numaralar: degistirilerek) r adet b, 0 kOgegen ele-
man: bulunur; ve basamakll sistem agagidaki gekli ahr:

X X2 v.. Xy | Xar1 Erp2 .. Xp

~b11 b12 PR blr | bl,r+1 bl,r+z aee b]n

0 b22 N b2r | bz,r-l-'i bz,r.l.z . b2n r

0 0 . brr | br.r+1 br,r+z brn
X1 X1t p: 3| . X1 | 1 0 .. 0 ¢
Xa: X2 X9 . Xy I 0 1 0 Cy
Phe e e e e s e e e e e e s e e e e e s .
X3! X1a X ... %Xad | O 0 R | . Ca

r bagunh bilinmeyen| d serbest bilinmeyen

e S
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Burada bilinmeyenler, kendiliginden (belirli gekilde olmasa bile) by 0
kigegen elemanlarina ait r ve geriye kalan n—r = d Jkisumlarma ayri-
Lrlar. “serbest bilinmeyenler” adi verilen bu sonunculara keyff sayisal
degerler verilerek “bagimli bilinmeyenler” adi verilen ilk r adet bilinme-
yen sirasi ile basamakh sistemden bulunur. Ozellikle yukarda belirtti-
gimiz gibi, serbest bilinmeyenler yerine, siras ile, d swall e, birim vek-
torlerinin bilegenleri konularak “d adet lineer bagms1z x;, Xz, ... X4 CB-
siimleri” elde edilir. Buradan “genel ¢bziim” yani serbest bilinmeyenle-
rin keyfi ¢, degerlerine ait ¢ozlim su sekilde bulunur :- o

x=01X1+CzX2+..;+CaXd . . 3)

Yukarda yapilan secim halinde ¢; ler serbest billnmeyen Xeii, ... Xq ile
zdestir; boyléce ¢, ler yerine bunlar almabilir. Serbest bilinmeyenlerin
daha genel secilmesi halinde ¢; ler artik bu dzel anlami tagimazlar, Ser-
best bilinmeyenlerin degerleri, d adet x,,X;, ... X, eHziimleri, lineer ba-
gImsiz ‘olacak gekilde secilir ise, denklem (3) den genel ¢ozlim bulunur.
Bunun igin her kez birinei, ikinei ... d-inci diginda biitiln serbest bilinme-
yenler sifira egitlenmelidir. Buna gore

Teorem 5: n bilinmeyenli ve rank: r olan katsayilar matrisli homogen
lineer denklem sisteminin d = n—r adet lineer bafmsiz X;,Xz,... Xy
coziimleri; yani bir “temel sistemi” vardir; buradan genel ¢oziim d adet
¢, scrbest parametresi cinsinden (3) denklemi sekiinde bulunur.

Denklem (3) deki d adet Ck pé,rametresi bir birinden bagimsiz lola.-
rak, katsayilar matrisinin a, elemanlarmn ve x, ¢dzlimlerinin Xy bile-

. genlerinin alindig1 say1 bolgesindendir (yani reel A matrisi halinde reel

say: bolgesindendir); buna karsiik x vektorl, R, in d boyutlu bir alt
uzaym kaplar; d = 1 halinde bu bir dogru, d = 2 halinde bir diizlemdir.
Burada, bu kavramlar n > 3 icin tam cebirsel anlam tagirlar. Bu durum-
da x e de “lineer vektér déniisiimii” denir ve bu teorem 1 deki hipoteze
gbre karakterize edilir. Boyutu ise d dir. Boyle bir gekil, geometrik ola-
rak sifir noktasindan gecen d boyutlu lineer bir alt uzay1 gbsterir, Boyle-
ce gu teoremi sOyleyebiliriz :

Teorem: 6: Defekti d = n—r olap homogen bir denklem sisteminin ¢o-
ziimii d boyutlu lineer bir vektor doniisiimiidiic; ve bu R, uzaymm d bo-
yutlu bir lineer alt uzayim kaplar.




104

d =1 halinde, genel ¢oziim, denklem sisteminin matrisine has bir
uzaysal dogrultu; d = 2 halinde ise, uzaysal diizlem vs. gosterir. Her 6zel

¢ozilm bu alt uzaymn igindedir. Genel gozum, butun tzel ¢oziimlerin top-

lamidir,

Soylediklerimizi ayni zamanda algoritmanmn hesap tekmglm goiste.

ren iki érnek ile agikhyalim :

1. Ornek :

X1+3X2—5X3+4x.|=0
2X+3X—4x:+2x,=0
3x1+2x1-—- X3—2x,=0

X +4%—Tx+6x=0
1 3 -5 4 3
2 3 —4 2 3
3 2 —=1-2 2
1 4 —7 6 4
1 3 -5 4 3.

-2 |_—3 6 —6 ' 3
-3 —T1'8 g 0 0
-1 ‘1,f3 G 0 ’ 0
x; —1 _ 2 1 0|.ci=x3
X! 2 —2 0 1| .co=x,
Xy . X2 X3 X
Sonug :
XL=—C1+2C-; —1 2
Xy = 201.——-202' 2 —_2
Xa= o veya X=c 1 <+ c:2 _
X = [+ 0 1
veya,
!
X1=—X3+2X4

X3= 2x3—2 x4

Burada x;,x, serbest bilinmeyen olarak secilir ve denklemler bagiml
X1, X bilinmeyenlerine gére goziilmiistiir. Ornegin x,, x, serbest bilinmie-

B R L S
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yen kabul edilmek ve bafmml x,,x; bilinmeyenlerine gére ¢oziim bulun-
mak istenir ise, zincirleme algoritma siralar defigtirilerek uygulamr ve
{iclineii stitundaki iiclincli eleman olan — 1 ile baglamir. Denklem katsa-
yilari ile yok etme carpanlarmin daha iyi a,ylrt edilebilmesi igin, sonuncu-
lar parantez igine almacaktir :

1 '3 —5 4 3
2 3 —4 2 3
3 , 2 -1 -2 2
1 4 =1 6 4
0 0 (—5) (— 14 0
—10 —5 (—4) |10] —5
3 8 [Z1] —2 )
0 0 (7 (—2) 0
Xy1: 1 4] 1 1 =X
b O 1 1 1/2 LC2=Xy
% Xz X3 @ X
Sonug :
X;= 1 0
Xy = Cy 0 1
Xy==¢y - [ veya X=¢ -+ ca
X¢=C1+Tc;. 1 12
veya ,
X3 =X1 + Xﬁ

X=X+ —;— X2

2. Ornek : 1.2, de verilen A matrisli denklem sistemi

x1—~3m+2x3+4x‘—-2x5=0

— 2+ 6x;—4X—3x+2x=0 "
3% —TX+ 5% +8x—3x=10
w2+ 8% =0 —2x+3x=10
X1H5XZ+3X3+3X.|—'3X5:—0

Algoritma igleminden su sonug cikar : rank r = 3, defekt d=n—r=2.
Yani 2 adet lineer bagimsiz ¢oziim -vardir. Algoritmanmn kogegen eleman-
larma bagimh bilinmeyenler verilecektir; érnegimizde x,, x;, %y . Geri ka~
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lan x;, x; serbest bilinmeyen olup, bunlara'(l,{}) , (0,1) veya keyfl line-

er bagimsiz bagka say1 takimlari, drnegin, tam sayil ¢dziimler igin uygun
olan (2,0) ve (0,10) verilebilir, Secilen takimlar koyu basilmigtir.

1 — 3 2 4 —2
—2 6 — 4 —3 2 -1
3 T =7 5 g —3 6
—2 8 —5 —2 3 2
1 —5 3 3 =3 —1
[ 1] —3 2 4 —2 2
2 0 0 [5] —2 3
(=3 j2 ]—1 —4 a 0
2y (—=1) - 0 (—2) 0 0
-5 ¢} 0 (@B)] 0 0.
x: --0,b 0,5 1 ] ¢ <
X2: — 1,7 —0,7 0 0,4 1 . Xs
x5 —1 1 2 0 0 |.a
X0 — 17 — 7T 0 4 10 |.ep
X, X2 X3 Xz Xs
Sonug :
Xj=—c¢i— 17ce —1 — 17
Xp= oc— TcCa 1 — 7
X= 2¢; - veya x=2c 2 + 0 |;
Xy = 4y ' 0 4
X5 == 10c: 0 10,
veys
X =—0,5%3—-1,7%;s
2= 0,5x3—0,7%;s
Xy = 0,4 x5

- 8.2, Genel Homogen-olmayan Denklem Sistemleri.

Homogen denklem sistemi (1) in her halde, triviyal x = o da ola-
bilen bir ¢bziim olmasina kargihk, mn-matrisi A keyfi ve sag tarafi a2 o
olan genel komogen-olmayan sistem

Ax=a ‘ (4).
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icin ayni gey stylenemez. Burada gu goriiliir :
1. Sistem genellikle yalnz ozel ikinei taraf a halinde ¢oziilebilir; x
ctzlimiiniin var olmas1 gerekmez.

2. Efer bir ¢ozlim var ise, bunun tek olmas: gerekmez. Buna gére
gu stylenehilir :

Teorem 7 : X, homogen-olmayan (4) sisteminin bir coziimii ve z ilgili
homogen sistem Az = O m genel ¢bziimii ise, yani, d =n — r lineer ba-
fimsiz z,, ¢oziimli ve d adet serbest ¢ parametreli

| Z=amtont... +an ®)

sekilde ise, N

|x=xo+z _ (é)

homogen-olmayan sistemin ¢dziimii olur. x in bir ¢oziim oldugu

Ax=Axct+Az=a+o=4a.

den agiktir. Bﬁ, ayni zamanda, genel coziimdiir; yani her keyfi x ¢ozil-

 mii, denklem (5), (6) geklinde gdsterilebilir; eger x, belirli ve (4) iin

6zel bir ¢dziimil ise, ve x keyfi diger bir ¢dziimii ise, Ax, = a, AX = a dan
cikartma yolu ile A(x —x) = o bulunur; yani X —X, = %, homogen sis-'
temi bir ¢oziimdiir ve (6) denklemi ile her x ¢oziimii igin saglamr. Eger
var ise, ¢bziim artik genellikle tek degildir; iginde d adet keyfi sabit var-
dir. Ancak d = 0, yani n = r ve A matrisinin siitun dlizgiin olmas: halm—
de, ¢oziim tekdir. Ayrica m = n = r ise, yani A “kare tekil-olmayan”

7.2. deki teorem 4, denklem (10) geregince, ¢dziimiin varligida bir ger-
cektir.

Bir ¢dziimiin var olmasinim gerekmedlgl a.saglda,kl ba.sﬂ; ornekten an-
lagilir :

2x—y =3,
4x —2y="1.

Burada bhirinci denklem, ikinciden iki defa cikarilarak,

0.x+0.y=1,
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elde edilir; ve bunun higbir x, y say1 sistemi ile saflanamiyacag: dgﬂ{t1r.
Burada denklemlerin sol taraflam lineer bagimhdir; fakat tamam: bagim.
It degildir. Eger sag taraflar, sol taraflar gibi ayni bagimhhig1 gosterse

. idi, 6rnegin sag taraflar icin 8 ve 6 halinde sistem ¢oziilebilir idi, (4)
denkleminin sol taraflari, genellikle lineer bagml ise, yani A matrisinin

a! satiriarm arasinda belli y; sabitli
viat+yal+l.. +y.am=o0 (0

seklinde bir lineer bagimli var ise, sistem, ancak ve ancak, coziilebilir;
ayni bagint1 a, sag taraflarl icin gecerli ise,

yia:i+ Y282+ ... Yman = 0. L
denklemler “birbirleri ile uyumludur”. ‘Sirridi denklem (7)
A'y=o, _ (7))

homogen sistemini, denklem (8) ise, bu ¥ ¢oziim vektdriiniin a 1Ie orto-
gonal oldugunu gosterir; biylece su yazilabilir :

Teorem 8.: Ancak ve anca.k a sag taraflan, tranpoze olmﬁg homogen
(7) sisteminin biitin y ¢Gziimleri ile ortogonal ise, homogen-olmayan
denklem sistemi (4) ¢oziilebilir; ve denklemleri uyumludur.

Cozimiin varhg1 kogulu, bagka sekilde de yazlabilir, Genigletilmig

= (A,a) mafriginin satirlann a' ile gostenhr ise, denklem (7) gere-
gmce

y1;1+y252+7--+Yma_im=0 (9)

saglanir. Simdi A nm ranki r ise, yani A nm herhangi r + 1 adet a! satir-
lar1 i¢in denklem (7) seklinde bir bagint1 var ise, ayni bagmt1 a' icin de
var olmalidir; yani genigletilmis A. matrisinin ranki A matrisinin rankin-
dan daha bilyiik olamaz.

Teorem 9 : Katsayilar matrisi r rankli genel mn-matrisi A olan homo- -

gen-olmayan denklem sistemi (4), yalmz ve yalniz, genisletilmis A = (A,
a) matrisinin rank: r den biiyilkk degil ise, uyumludur, .

Bu'dtirum pratikte ¢ok basit olarak belirlenebilir, (A,a) genigle- .
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tilmig matnsme Gauss algoritmas: uygulamr Tamamen sifir olan b* = o

. yor ise, sistem coziilebilir; zira, aksi halde

0.X1+‘0.X2+...+0.Xn3b,'7"50,

bulunur; bu ise hi¢ bir x, say sistemi ile saglanamaz. Boylece sistem sa-
tir diizgiin A matrisi yani m < n olmak ilzere r — m i¢in daima cozile-
bilir; burada B satmrlarinda hi¢ biri sifir olamaz, Simdi r = m hali igin
tranpoze homogen sistem (7’) niin yalniz y = o triviyal ¢éziimii vardir.
ve yalmz bu halde a sag taraflan igin kogul yoktur; sat1r diizgiin sistem
keyft sag taraflar halinde gozuleblhr

Simdi ¢bziimiin varlig ongoruldugu ise, agagidaki coziim gemasm—
dan, drnegin r = 4,d = n —r = 3 icin gunlar bulunur :

bagimli | serbest |
@ . .
O Coee .

Zy: 100 O |- l Homogen sistemlerin
Zy: 010 O C( Temel sistemi
: 001 | 0 |.cf o
Xo! 000 |—1 .1 Ozel ¢oziim
X: . . . .| @ees | Genel Coziim

4

Sifirdan farkl b;; 2 o kigegen elemanlan icin, — kendiliginden — bagim-
Ii bilinmeyenler ortaya gikar ve ¢dziim bunlara gére yapilr, z; ...z, te-
mel sistemi 8.1. de oldugu gibi gdyle elde edilir: b; sag taraflar icin sifir,
ve serbest bilinmeyenler igin sirasi ile 100...,010... v.s. say1 takim-
lar1 kullanilir. Biitiin serbest bilinmeyenler sifira egitlenerek, dzel x, ¢b-
zitmii, en basit gekilde elde edilir. Genellikle satirlarin degigtirilmesi ya-
ninda, siitunlarinda degigtirilmesi gerekli olur; yani bagmmli olarak ilk
r adet bilinmeyen yerine, by 7 o gibi bir kosegen elemanmn var oldugu bi-
linmeyenlere gére ¢bziim. yapilir.. Agagiya bakimiz.
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Ornek :
x;—3x2+ 2x3— Xy = 2
—2x 6 Xy — 4X3+3X4+2X5=-—1
3x)—TX:+ 8x3—3x1+ x5= ¢
X— X+ 4x3— X+ %= 0
2%, +10x +Txs= 4
5 —5 20 —2 1 | 9] 38
1 —3 2 —1 0 2| 1
—2 6  —4 3 2 —1] 4
3 =7 8 —3 1 4| 6
1 —1 4 —1 1 0| 4
2 0 10 0 7 4| 23
1] —3 2 —1 0 2| 1
2 o' o [ 1] 2 3| 6
—3 T2 2 0 1 —2| 3
-1 -1 0 0 0 1 ol o
—2 —3 0 —2 0 0l 0
-5 —5 0 —3 0 0l 0
z —5 —1 1 0 0 0].e
z —7 —1 0 —4 p) 0| .co
%o 2 —1 0 3 0 —1].1
Xy Xa X3 X4 Xs
denklem :
X1= 2—501—702 E 2 —b —7
x=—1— 11— o —1 ‘ -1 —1-
Xy = cy yeya @ x = 0 M+e 1 | +e 0 |
X = 3 — R ' 3/ ] —4
0 0 2

X5 = 2¢y

9. Ortogonal Sistemler.

9.1. Bir Vektor Sisteminin Ortogonallestirilmesi

r<n halinde r adet reel bagimsiz ve n-boyutlu a,, a, ... a, vektor-

lerinde olugan bir sistem verilmig olsun. Bunun rank: r olan siitun diizgiin §

nr-matrisi

A=(a,m,....8) (1)‘_

.viyal olmayan x %o ¢Ozimlil olur idi
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ile gosterelim. Baz amaclar igin bu sistemden, lineer kombinasyon ile
ayni rankl

lX=(x1,x;,...,xrl) (2)

sisteminin elde edilmesi yararly olur; bu yeni sistemin vektorleri ‘birbiri-
ne ikiger ikiger ortogonal dir :

xix.=0,i=k icin

Burada genellikle x; larm birim vektdrler olmasi, yani normlarmm bire
egit olmasi. dngériiliir. Boylece bunlar agagidaki “ortonormal bagmtila-

r"” saglarlar : o ‘
|xixe=tu| Lk =127, ) r
bunlar ise, r sirali I birim matrisli \ np X
xx=1| | 3
l—' © T X! I

matris denklemi ile ifade edilirler, Sekil 9,1. x, vek-
12 111

torleri “normlagtirilmig ortogonal sistem”, “yani or- geii 91, XX 1e X
tonormal sistem” belirtirler. ortonormal sisterni.

. A baglangic sisteminin, X ortonormal sistemine “ortogonallegtiril-
mesi” iglemi Unger’in teklifine gére matris hesab1 yardim ile cok basit
gekilde yapilabilir!. Bunun igin simetrik (pozitif definit) rr-matrisi

N=A'A|. - 4

kullamlir. Bu matris r adet a, slitunun lineer bagimsizlig1 nedeni ile tekil-
olmayan bir matrisdir. Eger tekil olsa idi A'Ax=o0 denklem sisteminin tri-
Bu neden ile kuadratik form
Q = XA’Ax — y'y ve y = Ax, sifir olurdu; (bak : 11.1). Bu ise yalniz
¥y = Ax = 0 icin miimkiindiir; ve A nin a; siitunlarmm lineer bagimsiz-
11i§1 nedeni ile, triviyal olmayan x ¢ozlimleri kabulilne aykir olarak x = 0
¢ozlimii ortaya cikar. ' '

1 TUnger, H Z. Angen. Math, Mech, Bd. 31 (1951) S..53 —54; Bd. 33 (1933) S.
319 — 331, ‘ ’ .
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X ortonormai sistemiﬂin elde edilmesi 'igin gbyle yazahm :
{K:?EL-‘ ®)
burada C, bulunacak tekil-olmayan bir m'atri'sdir. Biiylece
N:XA:GXXQ

. ve buradan ortogonallik kogulu (3) geregince

[N=0c|. S ®

bulunur. N (simetrik ve pozitif definit) matrisinin bu gekilde parcalan-
mas1 6.3. de gbriidiigil gibi daima miimkiindiir; ve oradaki R yerine O st
. iiggen matrisi kullamlir (Cholesky metodu). Denklem (5) aymi zamanda
ortogonallegtirme kuralim da verir; biz bunu asagidaki gekilde yazalm :

O X'=A" _ © (5a)

Bunun anlami gudur : Cholesky — pargalanmas1 N=A'A dan—N in
olugturulmasmda kullamlan — A’ matrisine sag taraf olarak genigletilir
ve aranan X' ortonormal sistemi, yeni sag taraf olarak bulunur; bak :
Sekil 9.2, deki hesap gemasi, Burada A matrisi alinmamgtir, zira N yal-
mz A’ den hesaplanabilir,

T T
¥yl o , lagtirilmasi.
C ¥ s [ 3 1
¢ i ' —1 2
Sekil 9.2, r rankh A A= 3 -1
matrisinin ortogona- . 1 0
lestirmesinin hesap ' -4 -2 J
gemast.
Hesap :
36 6l 3 -1 3 1 —4
6 10 1 2 -1 0o -2
6 1 3/6 —1/6 3/6 1/6 — 4/6
1| 3| 318 13/18 —9/18-1/18 — 8/18

Ornek ;: Agagidaki vektor sisteminin ortonorm-
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( 9 3]
—3 13
X=-%f 9 —9
3 -1
[ —12 —8 ]
9.2. Tam Ortogonal Sistemler.
Reel olan ve sgiitun diizgiin mafrisi A
A= (ah 82,40, ar) ] ' (7)

ile gbsterilen r adet lineer baglmsm' n-hoyutlu afk vektdrlerinden olugan

- gistem r < n halinde, n' adet lineer bagimsiz vektorden olugan, tam hir

sisteme, vani tekil olmayan

A = (A4, A2) : (8)
matrisine tamamlanabilir; burada
Az = (Beq1.e..,2) - ©

dir; ve buradan n adet x; ortogonal birim vektorlerinden olugan X tam
ortogonal sistemi, yani, agagldalu ozelhge sahip bir ortogonal ma.trls
bulunur :

}xx—ll | (10)

Bu amag 11e ilk 6nee, A, nin n—r = d adet yeni a, vektorlerl, A,
sisteminin verilmig, r adet a, vektdrlerine ortogonal ola.cak yeni agagi-

daki hipotezi saghyacak gekilde bulunurlar :

|£l%=°|i=r+1~n# o (L




114

r a.det bagimsiz denklemden olugan, homogen denklem sistemi olarak (11)

in, bilindigi gibi (bak : 8.1.), tam d = n—r adet lineer bagunsiz a, ¢dzii- -
mil vardwr. Bunlar A, in verilmig r adet a, vektoriinden bagimsizdir. Zi- 4 ;
ra, a, bunlara bagh olsa idi, sifira dzdeg olmayan sahit vektoér ¢ = (e) It _‘ i

ai=ciar+ 2+ ...+ Ca = Aie
bagintisl var olur idi. Bu denklemin A’; ile ¢arpilmasmdan

A'ia;=0=A"TA¢,

ve buradan tekil-olmayan A’lAl = N; matrls nedem 11e kabule ayk1r1 ola- W

rak ¢ = o bulunur.

A, ek sisteminin bulunmasi igin goyle hareket edilir; Her seferinde :_

(11) denkleminin ¢oziimit olarak yalmz bir tek a;, = a,,, vektdérii bulu-

nur. Yani bu denkleme gére A, matrisi gimdiye kadar bilinen biitiin a,. §
satirlarindan olusmaktadir, Bunun sonucunda yeni a, vektdriinin, yal- j
n1z baglangigta verilen r adet a, vektorii ile degilde, kendisinden dnce bu- |

lunan biitiin yeni vektérler ile ortogonal oldugu anlagilir ve boylece A, 3

matrisinin ek bir ortogonallegtirilmesi gerekmez. Buradaki vektorler ay-
=+/a’; a, uzunluguna bélinerek 1 e normlagtirnlmahdir. Ortogo- §

rica, a;

nallegtirme igin gerekli Cholesky-parcalanmasi pratik olarak yalmz birin-

el kisim icin yapilmalidir :
NI A- A-l

‘ikinei kism igin

N; = A% A2 =D} a g

a% = a’; a, den olugan bir kogegen matrise egittir; ve yeni bulunan a; vek- 7 '
torlenmn bilegenleri bunlarmn kare koklerine bdliiniir. 4

Cr 0 | 19

A, e ortogonal yeni A, matrisinin bulunmasina ait hesap §ema.sm1n
{ist kisminda yalmz A’ tiim matrisinin yalnz verilmig olan A’; kismi matf". %
risi vardir Sekil 9.3. Semanm alt kisminda (11) denkleminin ¢Sziimii icin 48

iiggenlere ayrilma zincirleme algoritma ile yapilir ve sonug A’; olur. Sim- 4
Bunun (r + 1)-inci §
bllegem drnegin bire egit, bundan sonrakiler sifira egit almir ve ilk r bi-§
léegen basamakl sistemden (agagida) bulunur. Sonug dogrudan dogruya #

di birinei yeni vektdr a; = a,,, §6yle hesaplanabilir :

!
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(r 4+ 1) inci siitun a’,“‘geklinde gemanin iist kismma A’, nin satiri ola-
rak yerlestirilir; ve bundan sonra yine yok etme iglemi uygulanir: Se-
manm alt kisminmm (r 4- 1)-inci satir1 iicgenlere ayrmhr : Buradan yeni.

V-Vektc'jr a'y,;, (11) denkleminin ¢dziimii olarak bulunur; ve asagida yok
etme iglemini tekrar yapmak igin gemanin iist yarisina yer1e§tirilii'. v.8.

Sekil 9.4. de, tiim matris A nin X matrisinin N = A’A Cholesky-par-
calanmas1 yardimi ile ortonormlatirilma semas: verilmigtir; Cholesky-par-
calanmasl burada N, = A’; A, fist kismina aittir; buna kargiik alt kisim
N, , a% lerden olusan D? kigegne matrisine dallanir; a, ve A, vektdrleri-
nin bilegenleri ise bunlarn a, kare kéklerine bolilniir.

' r _d=n-—r L7
P d=n—r N 2
' r g
r . A; ! !
- pe »
0 d o Qg"?- AZ‘: .
o, 2
d ’,qe
& ’
- r d g X
4y /‘l; C; .
i~ Bl \A& : i 0| & X

Sekil 8.4. TOm ortogonal sistemlerin biri-
sinin bulunuguna ait hesap gemasp 2.

Sekil 9.3. Tam ortoganal sistemlerin
birisinin bulunuguna ait hesap sge-
mas1 1.

Hesab1 bir érnek ile aciklayalim. Ortonormlagtirilmasi ve X tam or-
tonormal sistemine genigletilmesi istenen baglangie sistemi.

an (3L 36—
1 2 —1 0 —2

verilmig olsun. Sekil 9.3 ve 9.4 deki iki gema tek bir hesap gsemast haline
sokulur; bunun sag tarafi, denklem (11) in ¢bziimiinii, yani, tam sayili
(bélge olmayan) zincirleme algoritma ile yapilan yok etme adimm kap-
sar (bak : 6.5); buna kargilik sol taraf Cholesky-parcalanmasmi géste-
rir.




N A
3 6] 0 0 0 3 —1 8 1 —4
6 100 0 0 0 1 2 —1 0 -2
o ol1t0 o 0 —5 6 7 0 0
o o o0 319 0o —10 1 —8 55 0
o o o 0 2349 33 17 9 7 29

—1|_17 —6 —1 —2
5—13 | 110 16 —38
10 77 0| %8—14

0 0 3 —1 3 I —4 :6

6 1] 0 |
_—1"[ 3]0 o 0 3 13 —9 —1 —8 18
Ty oWme o o | =5 6 7 0 0 VIO

0 0| 0 |V3190 0 |—10 1t —8 5 0 :y/3190

o ol o o0 [\J2349 33 17 9 7 29 12349

0,5 0,166 6667 — 0,476 7313 — 0,177 0536 0,680 8830
—0,166 6667 07222222  0,5720776  0,0177054 0,3507579

X = 0,5 — 0,5  0,6674238 —0,1416428 0,1856953 |,
0,166 6667 - 0,055 5556 0 0,973.7946 0,144 4297

— 0,666 6667 — 0,444 4444 Y 0 0,598 3517

9.3. Biortogonal Sistemler.

Ortogonal sistem kavrami, “biortogonal sistem” halinde bir genel-
legtirme gosterir. Burada r < n olmak iizere, n bilegenli r adet vekitr-
den olugan bir “sistem cifti” bahis konusudur :

=(x1,...,x,)}' : . (14;)
= (F1 -0 1¥) '

Bunlar herhangi bir gekilde, birbiri ile ilgili ve agagidaki kogullari sa.g11-
yan iki vektdr sistemidir : Sekil 9.5.

»

XY=I | . ' (15)
Y - : o
n X1 ¥e = Sk (,k=1,1,...,1) (15)
T X I Bu kogula gore vektor sistemlerinden her biri lineer

Sekil 9.5, X/X=I ile
X'Y biortogonal sis-
teme ait.

zZIra

bagmsizdir; yani XY matrisleri stitun diizgiindiir,
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c]X’1+-q;+ch’r=0

den vy ile sagdan garpilarak ve denklem (15) geregince bulunur, Ayni
gekilde,

ckx’k\yk='ck=0 (k=1,2,...,r).
ayi+...+¢y.=o
nin x’; ile soldan gafpﬂmam halinde denklem (15) nedeni ile,
gxiyi=c=0 i=1,2,...,7).

bulunur. Ozellikle r = n ise, biortogénal sisteme yine “Tam” denir. Bu
halde X, Y nin in\(ers matrisi ¥ dir ve Y, X in invers matrisi X! dir.

Teorem 1 : Herbiri r-adet lineer bafimsiz n-boyutlu a, , b, vektérierinden
olugan, satir diizgiin A, B gibi iki sistem, r < n ile

A= (aI,‘. . ,a,)
B = (by,.. .',b,)} (16)
yalniz ve yalmz,
|m| @

tekil-olmayan bir matris, yani r rankli bir matris ise, (15) kosulu uyarm-
ca (normlastirilmig) X,Y biortogonal sistemine doniistiiriilebilir..

7.3 deki teorem 8. geregince r-rankli olan nn-matrisleri AB’ ve BA’
nin tersine, rr-matrisi N, daha kiiciik rankhda olabilir; bu durum iki-
side == o, farkh sifir olan, a, b, ortogonal vektdrleri drneginden anla-
gilir : burada a’b = 0 yani sifir rankh bir 1,1-matrisine egittir; buna kar-

-gilik a ve b nin ranklar 1 dir.

Teoremin dogrulugu ve veri]mis A, B matris ciftinin denklem (15)
ozelligine sahip X, Y sistem ciftine blortonormlagtlrﬂmam, agagidaki ge-
kilde gosterilir!. X, Y nin elde edilmesi icin '

A=XP
B=vq)
! Tekrar H. Unger; Sayfa 111 deki dip nota bak,

(18)
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_ yazalm; burada P, @ bilinmeyen, tekil-olmayan r sirali déniigiim mat-
risleridir ve bunlar yine iist iicgen seklini alabilirler. Bu durumda
N=A'B= PX'Y Q icin denklem (15) nedeni ile

IN=Pq], 8 (19).

ifadesi bulunur. Buna gore, tekil-olmayan P, @ halinde N tekil-olmayan
bir matrisdir. Diger taraftan bdyle bir ayrilma, tekil-olmayan N halinde,
gergekten yapilabilir; bunun igin, zincirleme algoritmada oldugu gibi
P, Q licgen matrisleri kullamlir. Burada {iggen matrislerinden birinin ké-
segen elemanlar:, tarafimzdan segilen algoritma sekli halinde, dzellikle
Py = 1 geklinde serbest segxleb111r1er (18) denklemlerinin daha anlamh
olan

=X’
- Y

PPX =A (18a)
YQ=08
sekh aranan X, Y matrislerinin olugumunu gésterir : X', N nin sagma
yazilmig A’ matrisinden, Q matrisinin saga dogru devami olarak bulunur;
Y, N'nin altina (veya tistiine) yazilmig B matrisinden P’
r matrisinin agagiya dogru devami olarak bulunur; Bak :
~ Sekil 9.6 daki gema. Burada X, Y matrisleri p; kog:e-
gen elemanlarinin segimine baghdir.

Denklem (18) geregince A ;B sistemlerinin ikisi-
nin birden ddniislimii yerine, bunlardan bir tanesi, 6r-
negin B sabit tutulabilir; yani B = Y. Bu durumda ar-
. | tik tam kare olan déniigiim matrisi P, N’ ye egittir; bu
P’ yukardaki gibi hesap yapilarak anlagthr. Bu halde
‘ NX’ = A’ denklem sisteminin ¢6ziimit gerekhdlr Iglem
miktar aynidir.

Ornek : X,Y ye biortonormla§t1r11ma51 istenen

sistem cifti
Sekil9. 6, r rankl

iki A,B sisteminin

1 3 2 . 3 1 —2

1-
masmma, st gema —r 1 R

e 3 2 [ 1 1 —3 2
2 —1 1 "N e 11

e s e hir ot ikl i e L R s e 4 P s
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verilmig olsun. Hesap Sekil 9.6 daki gemaya gére yapilir.

3 1 —2
-1 3 0
B= 32 —g —1
1 —3 2
o 1 1
1 1 2 1 —2 -2 0 2
‘N= 3 4 3 '3 1 —4 3 —1 =A
4 —3 4 2 —2 —3 2 1
1 1 2 1 —2 —2 0 2
~ 8|1 —3| ¢ -7 2. 3 -7 =x°
¢ =7 |=25|—2 55 19 2356
3 —2  14/25
—1  4-—14/25
Y= 2 —4 17/25
i —4 12/25
0 1 —4/25

X, Y sistemlerinin yaklagik olarak: esit mertebeli elemanlara sahip olma-
s1 igin, Y de ortaya ¢ikan qu kigegen elemanlarma bélme iglemi ayrica
Xy, ¥y vektorlerine dagitilabilir. 25 paydast 5.5 geklinde yazlarak, gu so-
nucu elde ederiz : '

1 0 —0,4\ 3 —2 2,8

—2 7 11,00 —1 4 —2,8

X=| —2 2z 3.0 |, ¥Y=| 2 —4 3,4
: ] 3 4.8 i —4 2,4
2 7 11,2 0 1 0,8

X'Y =1 kogulunun saglandif1 kontrol edilmelidir.

9.4, Tam Biortogonal Sistem.

r < n adet bagimsiz vektérlerden olugan tam olmayan bir biortogo-
nal sistem, n adet vektorlerden olugan bir tam biortogonal sisteme genig-
letilebilir.

A= (,... sar)} ' (20)
Bi=(by...,b) A
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Tekil-olmayan N, = A’; B, halinde, verilmig ve biortonormlagtirlacak

olan sistem c¢ifti olsun. Bu ik 6nce

denklem sistemlerinin ¢0zilmleri olarak d = n—r adet lineer baglms1z

a,, b, vektorleri ile genigletilebilir ve kisaca

sl oanE -

BZ = (br+1 ‘; XX :bn) ,di
geklinde yazlabilir; bdylece denklem (21)

CANB= 0}
Bi1Ay=

geklini alir. Simdi

A =(Ay,A) } (23),

B= (Bl) Bz}

tiim sistemlerinin n adet lineer bagimsiz vekttrlerden olugtugu, yani te-g

kil- olmayan matrisler oldugu gosterilebilir, Buradan
et +...+¢€a +Cualpd..+ c,,é.n =
veya kisaca
Aje,+ Ajcz=0
in B, ile garpllmasindan
B’ A;rcl + B1Aze: =Ny, + o=o,

ve boylece tekil-olmayan N; nedeni ile

Aib=0l o rttr+2...,0, . @
Biax=o0 ‘ =

£

3
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81={Cj,...,br}=0

ve A, deki vektérlerin lineer bagimsizhgl nedeni ile

€2 ={Cri1,...;C} = 0.

bulunur. Aym durum B 1g1nde vardir.

Simdi N = A'B tekil- olmayan matrlsdlr ve denklem (21') uyarmea

A", B; A1 B, ) _ (Nl 0

(24)
A’z B; A":z B2 AO NZ) g

N%A'B = (:I)(Bl, 2)=(

geklinde yazilabilir; bu durumda N, = A’;B, tekil-olmayan matrisdir; ve
A, B, sistemi biortonormlagtirlabilir.

Genigletme ve biortonormlagtirmanmm pratik uygulanmas: gdyle yapi-
lir; Her seferinde denklem (21) den bir vektor cifti a, , b, bulunur; ve
bunlar A,,B, sistemlerine eklenir; ve denklemin ¢8ziimii igin gerekli yok
etme iglemi yapilir. Denklem (21) deki A’;, B'; matrisleri bu sekilde an-
lagiimalidir,. Boyleee N, matrisi a', b, elemanlar: kogegen sekle indirge-
nir. Simdi yapilan iglemde, bu skaler ¢arpim yok olabilir; fakat tiim mat-
ris N, tekil- olmayan matris oldugundan; yani kogegen seklinde kégegen
elemanlarindan hic biri sifira egit olamiyacagmdan denklem (24) in bi-
rincisini gbziim ile bulunan b, igin, denklem (24) iin ikincisinden bir a,
¢oziimii o sekilde bulunmalidir ki, a,kbk # [} olsun; yani iglem uygula—
nabiisin.

Gene bir ornek ele alam. Denklem (21) deki sistemlerin ¢oziimii
yardun ile genigletilmesi istenen sistem c¢ifti

1 3 [ 2 1)
—38—-21 . —1—2
A= 2—-11, B= 4—1
02 .18

-1 2

[-3-2]

verilmig olsun. Yok etme iglemi, a.sagldakl gemada ta.m sayilh (bolumu
olmayan) algoritma ile yaprlmgtir.
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AI BJ’
1 —3 2 0 -1 2 —1 4 1 —3
3 —2 —1 2 2 1 —2 -1 3 —2
-3 —2 1 0 0 1 1 1 0 0
-1 4 3 6 0 |1 7T 11 14 0
63 —112 49 22 152 2 5 16 —9 19
1 —3 2 0 —1 2 —1 4 1 —3
3 7 —71 2 5 1| =3 —6 5 —1
—3 —il-|-28 22 34 1 3| 12 —6 —3
—7 —17 0] 76 36 —1 —13 01 —176 11

N zaten iist iiegen seklinde oldugundan biortonormlagtirma, burada cok
basittir. Boylece A sistemi degigmez. En sondaki neticede yine Y de or-
taya ¢ikan paydalar X ve Y dagitilir.

2 1 1 —1 2
-1 —2 1 7 5
B 4 —1 1 11 16
1 3 0 14 —9
—3 —2 0 0 1 A’
i6 7 0 ) 0 1 —3 3 0 —1 4
T 0 10 0 0 0 3 —2 —1 2 9 :t B
N 0 0 —4 0 0 —3 —2 1 0 0 : 4
0 0 0 152 0 —17 4 3 6 0 8
0 0 0 0 3040 63 —112 49 22 152 152
2 9 =1 =1 2
—1 —25 1 7 5
v 4 —44 —1 11 16
1 41 0 14 —9
-3 —11 0 0 19
(16 :160 4. :152  :3040
4 :32 :d :19 : 20
0,25 6,6 —0,75 —0,875 0,414 4747
—0,7% —04 .—0,50 0,500 — 0,736 8421
X = 0.50 —0,2 0,25 0,375 0,322 3684
0 Co04 0 0,750 0,144 7368
| — 025 0,4 0 0 1,0
0,50 0,06250 —1 —0,0526316 0,10
—026 ~—0,78126 —1 0,368 4211 0,25
Y= 1,00 1,37500 —1 0,578 9474 0,80
0,25 . 1,28125 0 0,736 8421 — 0,45
—0,75  —0,34375 0 0 0,95

'

|
i
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9.5. Dikdértgen Matrisin Yari Inversi.

. (Tam olmiyan) biortonormal sistem X, Y yi gosteren denklem (15),
yeni X'Y = I, matris ile, invers matrisi arasindaki bagmtiya benzerdir.
Zaten tam sistem halinde bu baginfiya gelir. Bu durum kare olmayan
pir matris icinde, siitunlam ve satirlarinm — hangisi daha kiigiik ise — 1i-
neer bagimsiz yani matrisin siitun dilzgiin veya satir diizgiin olmasi ko-
sulu altinda, “invers’ matris fikrini akla getirir. Zira bu kosul, biorto-
normal sistemin varlig icin (yeterli olmasa bile) gerektu- A, r < nigin,
glitun duzgun nr-matrisi olsun Simdi

XA=I, 25)

dzelligine sahip nr-matrisi X, yani X’ transpoze matrisi, A nin bir “sol
invers” matrisi olan bir matris aranmaktadir. Bir “sag invers” matris Y

AY =1

r < n, halinde var olamaz; zira Y ninde r adet stitunu olmas1 gereklidir;
yani en fazla r rankl olabilir. Bu durumda soldaki carpim 7.3 deki teo-
rem 8 uyarmnca r rankli, buna kargibk, sagdaki n swrall birim matris n

rankli olur idi; yani kare olmiyan matrisler igin, - bir tek “yar1 invers”.

matrls, matrisin satir veya siitun diizgiin olmasina gore, ya sag veya
sol invers matris vardir. Denklem (25) den transpoze iglemi ile A'X = I,
yani nr-matrisi A ya ait sol invers X’ den, rn-matrisi A’ ne ait sag invers
X bulunur, Béylece r < n halinde, nr-matrisleri ve bunlarn sol invers-
leri ele alinabilir; zira aksi halde transpoze 1§1em1 ile kolayca bu hale dén-
mek miimkiindiir. -

Simdi biortogonal sistemler igin sijylenenlerden, denklem (25} den
bulunan sol invers X' niin tamamen belli olmadig1 tahmin ed11eb111r bu
durum gercekten de vardir. Denklem (25) den :

' YA=I, B (252).

geklinde ikinei bir ¥’ ¢oziimii almr ise, (25) ve (252a) denklemlerinin.

birbirinden ctkarnmas: ile, Z = Y — X farkl olarak
Y —X)A=Z'A=0, AZ=0. (28)

bulunuz. Denklem (25) in iki ¢dziim arasindaki Z fark: icin, r < n halin-
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de daima triviyal olmiyan ¢oziimlere sdahip, komogen denklem sistemi
(26) gegerlidir.

Denklem (25) deki ¢gok anlamhlik ortadan kaldirilmal ve stitun diiz-

giin nr-matrisi A nin

11 .y Gl
0ol « v o Ol2e I
A= (o) = 7 27
ey s
Gol « s« Opr ‘

seklindeki, tamamen belli tanimli sol inversi A’ bulunmak istenir ise, aga-
gudaki tanim uyarimca, tekil-olmayan N = A’A matrisi kullanilir,

Tamm : r < n rankh siitun diizglin nr-matrisi A 19111 yari invers (sol in-
vers) matris olarak, satir diizgiin rn-matrisi

A= N-1a (28)
tanmmianir; burada
[N=a'a] | (29)
- tekil-olmayan rr-matrisidir, | |
Bu durumda invers igcin karakteristik
Aa—aioa), @0

baglntISJ. bulunur; tekil-olmayan kare matris A nin r = n hali icin, yarl
invers A’ A7 1nversme gelir.

A’ nmn pratik bulunmasi, denklem (28) uyarnea,

(31)

NA' =4

" denklem sisteminin ¢6ziimii ile, 6zellikle zincirleme algoritma ile yapilir;
bak : Sekil 9.8. N matrisinin N = PQ uyarnca alt ve iist iiggen matris-
ler P ve @ ayrilmasmdan sonra sunlar hesaplanmr
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"
N
I

s
y
B

QA'=A",> A",
. zira bu durumda
NA'=PQA =PA’ =A’
dir.
r %
r A
r ) 7
" p ¢ A r A
n|l A L
A - A
| A ! o A e
A
r A I
Sekil 9.7 ATA =1 ile Sekil 9.8. A matri- Sekil 9.9, A’A mat-
bir siitun diizgiin nr- . sinden sol invers A~ Task.
matrisi A nm A/ sol mn tayinine ait ge-

inversi. ma.

A matrisi icin denklem (30) daki ana &zellik yanmda agag1da.k1 ba— L
gmtilarda gegerhdlr

——
r

A"A = N-! (32)

Ad'=ANTAT @)
AA'=ANA’

A’A = A'A =1 dan r-sirali birim matrisin bulunmasma kargiik

‘G:EK:XNE:NﬂX 34)

matrisi r-rankl ve agagidaki ﬂgmg ozellige sa.hlp n-siralt simetrik mat-
risdir :

|G?"=G‘ K @

veya G* = G. Bu dogrudan dogruya
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GP=AAAA =AIA =AA =G.

den ¢ikar. (35) denklemi ile gosterilen bu Szellige gahip matrislere “idem-
potent” matrisler denir.

Ornek : Asagidaki matrisin A’ yan invers matrisini bulunuz.

18 —9 1 —3- 2z —2
—9 15 2 1 =3

18 —9

10. Polinom Matrisleri ve Tam Sayih Matrisler.

10.1. Parametre Matrisleri, Korakteristik Determinantlar ve Rank

Diismesi.

Cok sayida uygulamada, Ornegin titregim problemlerinde, lineer
diferansiyel denklem sistemlerinde ve ozellikle, béliim IV ve V de ay-
rmtil1 olarak incelenecek tzdeger problemlerinde, elemanlar: skaler % pa-
rametrisine :

F=FQ0) = (fal), &)

geklinde bagl olan ve bu neden ile “parametre matrisleri” adi verilen
matrisler ortaya c¢ikarlar. F matrisi n-swall kare matris olsun. Eger
_uygulamalarda daima polinomlar kullamlacak ve ‘“polinom matrisleri”
bahis konusu olacak ise, f; (1) fonksiyonlar1 keyfi olabilir. Genellikle
parametre matrisleri ve Ozellikle polinom matrigleri, homogen lineer
denklem sistemlerinin '
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katsayilar matrisleri olarak ortaya cikar ve bdylece triviyal olmayan
x # 0 g¢bziimlerinin’ varlik kogulu olarak

1

|getF=Fy =0/ @3)

denklemi, yani denklem sistemi (2) nin karakteristik denklemi bulunur.
F()), karakteristik determinantidir. £, (3) lar, A mn genel &rnegin -
transendant fonksiyonlar: iseler, F(1) =0 da bu tip bir denklem olur.
Polinom matrisleri halinde F({}) da, bilinmeyen dereceden A cinsinden bir
polinomdur. Genellikle yani denklem (3) iin her x degeri i¢in sifira oz~
deg degil ise (tekil hal), denklem (3) iin ¢tzlimleri olarak tamamen belirli
Aty Az... kokleri yani problem (2) nin ‘“karakteristik kokleri” veya oz-
degerleri bulunur; bu durumda (2), bbliim IV ve V de incelenecek olan-
dan daha genel tipde bir “dzdeger problemi” gésterir. (2) sisteminin -
yalmz ve yalmz bu ); degerleri igin triviyal olmayan x; ¢dziimleri vardir
ve bunlar, homogen karakterleri nedeni ile, ancak oran geklinde bulu-
nabilir ve sonra uygun sekilde normlagtirlabilirler. Ornegin reel x ¢&-
ziimleri icin x'x = 1 ve kormopleks x ¢bziimleri igin x* x = 1, burada x*

. reel halde x ile ¢akisan, x' in eslenik tranpoze vektoritdir.

A =14, bu tip bir kék olsun. [igili X, ¢bzlim vektdrierinin bulun-
mas1 i¢gin F (A, ) matrisinin rank dilgmesi, d = n — r defekti esas ah-
nir. Zira r,,F(A;) matrisinin ranki olmak {izere (2) nin lineer ba-
gimsiz ¢ozlim sistemleri sayisi bu defekte egittir. Simdi F()) determi-
nanti £, (1) elemanlarmin (homogen) bir fonksiyonudur :

FO) = F(fig, Fizn o e vy fon) = F (fun). @

Bu fonksiyonun f,, elemanina gore kismi tiirev, rnegin satir acmum

FM=faFa+foFe+...+ finFun

seklindeki determinantlarin agmim teoreminden kolayca goriilecegi gi-
bi, bu elemanmn cebirsel tamam laymima egitdir :

3F

e = F )L .

a f:‘k k( )

Béylece denklem (4) den, F(3) fonksiyonun tam di_feransiyéli dF olarak
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veya ). parametresine gore tiirev igin :

FO)=Fa) Fu) + Fo) Ful) + oo+ Fan Q) Frn V) = z Fix i

elde edilir. F()) determinantmmn, )\ ya gore birinci titrevi IV()) cebir-
gel tamamlayanlarim veya F(A) determinantmin jlk minbtrlerinin {alt
determinantlarmm) bir lineer fonksiyonu yani homogen lineer bir fonk-
siyonudur., Tiirev iglemine devam edilerek ikinei tiirev icin

)= EFu0) i 0+ ZFa0) 0

bulunur.

Miirevleri bakmmndan F,, tamamlayanlan (ilk mindrleri) icin de

durum F icin olan gibidir bunlar Fy, mui ilk mindrlerinin yani F nin .

ikinei mindrlerinin (n-—2) swrali ait determinantalarmm homogen lineer
fonksiyonlardir. F, lar da agmmm feoremi uyarinca, If nin ikinei minér-
lerinin ayni gekilde homogen, lineer fonksiyonlaridir, yani F”(1) de, bu
ikinei minérlerin bu tip bir fonksiyonudur. Bu gekilde devam edilerek,
agagidaki teorem bulunur :

- Teorem 1: F()) gibi bir parametre matrisinin F(}) determinantinm, pa-

rametreye gbre p-minci tiirevi F® (), F(A) mm p-ninci mindrlerinin
(n—p) stralt alt determinantlarinin  homogen lincer fonksiyonu olarak
gosterilebilir; :

Simdi Ay, F(\) = 0 karakteristik denkleminin p-kath bir kokii ise
yani, M > 0 igin p(P® (3) 20 olmasina kargiik F()) ile birlikte ilk
ps —1adet tiirev de sifir oluyor ise, teorem (1) mnedeni.ile F (A;) nm her
Dy -nmin minéri sifir olamaz yani F (A) mn d; rank diigmesi en faz-
la p, ya esit olabilir : , - :

do=n—1,2p; |. - ‘ (5)

“Pek katl” My (p; =1) halinde, F'(A) = 0 nedeni ile, rank diigmesi icin

d, = py =1 olur. “Cok katl” p > 1 kokleri halinde d genellikle, d<n

ile genigletilen (5) smirindan bagkas1 bahis konusu olamaz.
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10.2. Polinom Matrisleri ve Tam Saynl Matrisler. Blivalent.
O'quliji. ‘ ’
- Asgagida, parametré matrisinin £, (}) elemanlarmm 3 cinsinden po-
linom olmalari yani F()) polinom matrisi geklindeki ¢ok Snemli dal in-
celenecektir. Bu maksatla ilk 6nce yine kare olmayan matrislere ~mii-

L saade iedlir, drnefin ¥, bir mn-matrisi olsun, m.n adet £,()) eleman

arasinda A cinsinden rastlanan en biiylik derece g ise, F matrisine g de-
receli denir. Béylece bu matris :

FO)=Ac+ Arh+ A .., + AN | (8)

-geklinde yazhr, burada mn-matrisleri A, , ax{elemanlar artik )\ para-

metresine bagh degilde sabit olan matrislerdir.

Polinom matrisleri de, 7.2 ve 7.4 de adi matrisler i¢cin uygulanan
gekilde, bir seri elemanter déniigiim ile kb’g;egen gekline, normal gekle
sokulabilir, ancak yukardaki hale gore 6nemli bir fark vardmr, Normal
gekilde ortaya gikan, F baglangic matrisinin r rankli sifir olmayan. ele-
manlardan olugan’ r-rankli kdsegen matrisi yukaridaki gibi artik birim
matrise doniigtlirilemez; bdylece, orada ekivalent matrislerin tek inve-
riant1 clan r rank: diginda bagka karakteristik doneler de ekivalent in-
veriant olarak normal gekilde belirirler. Bunun sebebi sudur : Polinom-
larda, genel hesap iglemi olarak bolme kullamlamaz, zira iki polinomun

- boliinmesi genellikle yani, ikisi birbirine kalansiz béliinemiyor ise, bir
diger polinom yerine kesirli bir rasyonel fonksiyon verir. Burada da tam -

sayllardaki gartlar vardir; orada bolme genellikle yani sayilar kalansiz
boliinemiyor ise, tam sayilar bolgesinin disina gikar. Yalmiz ilk. ii¢ te-
mel hesap igleminin — toplama, ¢ikarma ve garpmanin — yapilabilecegi,
ancak bolmenin uygulanmadigl bu tip bblmelere cebirde “halka” adr

f . verilir. Yani reel veya kompleks katsayili polinomlar ve (pozitif ve
g - negatif) tam saylar (sifir dahil) birer halka olustururlar. Her ikiside
S onemli §lgiide ayni davranig gdsterirler ve bu neden ile polinom ve tam

. sayllarin beraberce ve polinom matrisleri yanmnda “tam sayih” yani

elemanlari tam sayl olan matrislerin de incelenmesi maksada uygun-
dur. Uygulamalarda polinom matrislerine fazla onem verilse bile, tam

|1 sayrh matrislerin de ilging olabilecegi haller de diigiintilebilir.

. Halkalar yani polinomlar ve tam sayilar ile hesap igin “birim” kav-
rami Snemlidir, Bunlar, 1/¢ elemanmi yine halkaya ait yapan eleman-

- lardwr, Bunlar, tam sayilar icin =+ 1 sayilar: polinomlar icin ise, “her

keyfl ¢ 7 0 sabiti” dir.

F.g
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Bir polinom matrisinin veya tam sayii bir matrisin “elemanter d5. 3

niigtimil’’ nden yukarida oldugu gibi su fig iglemden biri anlagilir :

1. Ikiger satir veya siitunun yerlerinin degigtiirlmesi,

II. Bir satir veya siitunun her bir elemaninm bir birim ile garpi- | 1
masi; polindm matris halinde e == 0 sabiti ile, tam sayih matris halinde f
+ 1 ile, burada pratik anlamda yalmz —1 ile carpim esas dﬁnﬁaﬁm ola- § a

rak bahis konusudur.

M. Keyfi bir halka elemam (bir p(}) polinomu veya bir p tam sa- B
yisi) ile garpilmig bir satirm (sittunun) difer bir satira (slituna) ek- ]

lenmesi.

Sonlu sayldé. elemanter doniigiim ile birbirlerine gegebilen A, B po- R
linom matrislerine veya tam sayli matrislere yine ekivalent denir; ¥ -
A ~ B. Ekivalentlik bagintis1 yukardaki gibi, refleksif (A ~ A), simet- ‘ '
rik (A ~ B,B ~ A) ve transitifdir.(A ~ B,B~ C den A~ C) gkar. §

7.4 deki gibi burada da, uygun tekil olmayan matrisler ile garpim
seklindeki ii¢ donfiglim uygulanabilir, Agagidakiler birbirine karg: gelir :

Déniigiim I: I birim ma.trisii:_mden, i ve k satirlann degigtirilerek bu- :_;

lunan dJ,, matrisi.

DSniigiim T : I birimm matrisinden, i ninci kdgegen elemani yerine : ’
bir birim, polinom matrisleri halinde ¢ 0; tam sayill matrisler halin- j

de —1 konularak bulunan C, matrisi

Déniigiim IIL: I den, i,k (ish) noktasmdaki 0 elemam yerine |

p{3) polinomu veya p sayis1 konularak bulunan K, matrisi.

Biitiin bu matrister tekil-olmayan matrislerdir. Ancak burada ek ;
bir Gzellik daha dnemlidir. Bunlarin determinanti birbirine yani polinom
matrisleri halinde bir sabite,. tam sayl matrisler halinde + 1 e esittir. §
Matrisler “uni modular” dir (“m modul” leri = determinant bir birim- §
dirj. Yalmz ve yalmz bu halde “halka bélgesinde bulunan bir invers .‘
matris” yani yine polinom matris veya tam sayill matris olan bir mat- §
ris vardir. Bu nedenle “uni modular ekivelent” likden bahsedilir; bu ise |

yukarda incelenen gerekli ekivalent bzellifine oranla cok Onemli bir

simirlamadit, Bdylece 7.4 dekine benzer olarak agagidaki teorem buluf :'-

nur :

lTeorem 2 : Polinom matrisi veya tam sayil matris A ve B yaimz ve yalmz -

131

i B=PAQ | ve |A=P'BQ|. (7

olacak sekilde tekil-olmayan, unimodular P‘ve Q gibi iki matris var ise,
(unimodular) ekivalentdir yani sonlu sayida elemanter doniisiim ile bir-
birlerine doniisebilirler, .

“Lineer” polinom matrisleri 6zel hali icin, ilk OGnce Weierstrassin
ispat ettigi teorem gegerlidir.!

Teorem 3 : Tekil-olmayan. A, B, e sahip A cinsinden birinci dereceden

A()\‘)=A0+A1)\.
BAM=B,+B;i:

kare polinom matrisleri yaluz ve yalmz, denklem (y) yi saglayan, tekil-ol-
mayan, sabit yeni A dan bagimsiz P, Q matrisleri var ise, ekivalentdirler.

10.3. Smith Normal Formu. HElemanter Polinomlar ve Elemamter
Bolenler. ‘

Yukarida bahsedilen, bir polinom maftrisini (veya agagida paran- .
tez icindeki ifadeler ile belirtilen bir tam sayilli matrisi), ekivalent kige-
gen gekle doniigtiirme problemini ele alalim. Bu maksatla gdyle hareket
edelim : Matrisimizde ornegin A da a,, elemanlarmin hepsi, A ya gbre
aym dereceden (ayni degerli) degil ise, min. dereceli (degerli) bir ele-
man vardir. Bunlar birden fazla ise, bir tanesi secilip almr, 0 sifir ele-
maning bir derece (deger) verilmez, bu derece kargilagtirilmasimda (de-

ger kargilagtirilmasmda) dikkate alinmaz.

Var dan en kiigltk derece sifir (en kiiciik deger 1 ige), hemen yok -
etme iglemine baglanabilir. Fakat sifirdan yliksek (1 den biiyilk) ise

. bnce s; ra kombinasyonu yani III. doniigiimii ile, daha kii¢iik dereceli

{daha kiiglik degerli) bir eleman, var olarak hesaba katilir. Béylece
miimkiin en kiiclik dereceli (degerli) bir eleman bulana kadar igleme
devam edilir ve bulunan bu eleman, siralar degigtirilerek sol iist kdgeye
getirilir. Boylece dOniigtiiriilen matris B, en kiiglik dereceli (degerli)
eleman da by;()) veyva by olsun. :

1 WEIERSTRASS, K. M. Ber, Preuss, Akad. Wiss. 1968, 8. 310 — 388,




132

Bu durumda by, birinei satir ve siitunun biitiin elemanlarnda ¢ar-
pan olarak vardir.! Boyle olmasa idi yani birinei satirda by in, boleni
olmadif1 bir by, elemam var olsa idi, by, den daha kiigiik dereceli bir
(deferli). bir h kalam halinde

b = @bu -+ h

yazlabilir idi. Ancak bu durumda,—q ile carpilmig birinei siitunun k-pm-
o1 siituna eklenmesi ile bunun birinci elemam h yapilabilir, vani hipote-
ze aykirl olarak by den daha kiigiik derecli (degerli) bir eleman hesaba
katilabilirdi. Ayni durum birinei siitun iginde gecerlidir.

o Bﬁylece ITI. doniigiimleri ile by, 7 0 diginda, birinei satir ve stitunun
biitiin elemanlar: sifir yapilabilir ve A = ax tiim olarak

by 0 ... 0
0 cx Cin -
0 Cm2 Cmn

matrisine doniismiig olur. ' .

Burada en kilgitk dereceli polinom (en kiigiik degerli say:) olarak
by, ayni zamanda geri kalan ¢ elemanlarinin bélenidir, Zira aksi halde
siralarm kombinasyonu ile, hipoteze aykiri olarak, by, den daha kiigiik
dereceli (degerli) kalanlar elde edilebilir idi.

Her ¢, elemam sifira esit olabilir (eger baglangiec matrisi A nn
rank: 1 ise); bu durumda iglem burada durur. Ancak her c¢;, sifira egit
degil ise, verilen metod ¢, larin geriye kalan (m —1,n—1) matrisin-
-de tekrarlanir, ve gimdi i,k > 2 igin tilm matrisin birinei satir ve sii-
tununda ¢ok sayida sifir eleman oldugundan, geri kalan matrisdeki bii-
tiin doéniigiimler, tiim matrise de aitdir. ¢z icin miimkiin en kii¢iik dere-
celi (degerli) eleman kabul edilir ise, -

bu 0 0...0
0 02:0...0
0 0 d33 OI‘IdSR 3

1 Tam sayill matrislerde, garpan veya bolenin anlami agikfir. Polinom matrisl ha-
linde bblen, birimine yeni sabit garpanlara ‘kadar kabul edilir; &rnefin 3,21 1
veya A% 4 25 min bilenidir.
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matris:i elde edilir, burada c» yine, kalan matrisin biitiin d,, elemanlarini
biler. o : .

Biylece, efer baglangic matrisi r rankli ise, yani A nm her r-ranki
alt determinant1 A ya gore sifira Szdeg olmuyor ise sol alt kogeninde -alt
mafris olarak, sifirdan farkll r adet elemanh bir kOgegen matris bu-
lunan ve diger elemanlart sifir olan bir matris elde edilir. II dbniigiim-
leri ile her kigegen elemanindaki en bilyiik ) kuvvetinin katsayilari 1
(veya tam sayilli matris halinde, her kogegen elemammn igaret pozitif)
yapilir ise A polinom matrisinden (tam sayli matrisden),

/By .
; . ' ®

matrisi yani Smith normal formu bulunur. Polinom matrisi halinde, her
degeri icin det A mn gifira Ozdeg olmayan yok olmasim gosteren Gzel-
likle 6nemli, tekil-olmayan kare matris A halinde r = n olur ve normal
form kigegen matrise doniigiir :

B 0
G= = Diag (E,) s 9)
"\0 E, '

En bliylik ) kuvvetinin katsayilar matrisi tekil- olmayan ise, yéni
denklem (6) da det A, s< 0 ise, polinom matrisi mutlaka tekil ohna,y‘an

matrisdir. Bu durumda polinom matrisine q nimner dereceden ‘‘esas olan”

ad1L verilir. En kiigiik dereceli (degerH) hirinei eleman by bir birim, ya-

" ni polinom matrisi halinde bir sabit, tam sayll matris halinde de + 1

olabilir. Bu durumda E, = 1 olur. Bu iglem 1 den farkl ilk E,‘éleman
ortaya cikincaya kadar tekrarlanabilir. '

B ‘Elemanter doniigiimler esnasinda det A deternﬁnantl en falzla bi-
nin%far.kzi.t‘ia.r. degistigi icin bu, (9) normal seklinden dogrudan dogruya -
goriilecegi gibi, E,lerin carpimina (sabit carpan veya igaret digmda)
egitdir. 4 <o ' R

det A=FE: B,;...B, |. - (10) -
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AY

Unimodular ekivalent 6zelligine gore inveriant olan, matris i¢in ka-
rakteristik polinomlar veya E, sayilarma polinom matrisinin veya tam
sayill matrisin inveriant carpanlari denir. Bilegik elemanter bolen kav-
ram da yaygmdir ancak bu, Welerstrass'm elemanter bdlenleri ile kar-
rigtirilmamast i¢in, burada kullamlmiyacaktir. Buna kargilik, polinom
matris halinde, E, ise, matrisin elemanter polinom ad:1 verilecektir. Nor-
mal sekilden E, in E, nin bir béleni, E; nin E; iin bdleni v.s. oldugu
anlagilir, Genellikle, ikinei bir 0 sayismn béleni olan bhir b tam says
icin bla (yani b, a nin bélenidir veya b, a y1 boler) yazihr. Boylece .

A ' (11)

oluz;, burada E, lerin bazilari birbirine ve ozellikle ilk bagtakiier 1’e egit
olabilir. Ozet olarak su yazilabilir :

Teorem 4 : A ve B bilinen matrisleri véya tam sayih matrisler] yalmz ve
yalniz, E, elemanter polinomlar: (inveriant carpunlari) ayni ise, birbirine
unimodular ekivalentdir.
Tekil-olmayan polinom matris A(}) halinde

detA (M) =0 {12)

karakteristik denklemmden (s adet farkh) karakteristik i, kokleri bu-
lunur. Bunlar py-kath iseler, karakteristik determinant

| det A (W) = (b — AP (& — M)P2. .. (h — h)Ps ‘ a3

gekline pa.rgalanab111r E, ler, detA nin ga,rplmlarl oldugu igin, bunlar
da

E, () =0 — M) &1 (A — A &2 . (M — D)) s (14)

sek]j.nde. parcalanabilir, burada ey, kuvvetlerinden bazilari, eger.eleman-
ter polinomda (A — s ) carpami- yok ise, sifir olabilir.

pargalarma, ., Welerstrags 'a gére, matrisin - elemanter bolenleri denir !
Denklem (11) deki boliinebilme &zellifi nedeni ile elemanter bélen kuv-
vetleri igin

! WHIERSTRASS, K: M. Ber. Preuss. Akad. Wiss. 1868, ‘S. 310 — 338.
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Clg S e S ... = € |- - (i6)

~ pulunur.

Yani bu kuvvetler, en biiytigli olan e ;7= 0 dan baglayarak, azahr
veya hi¢ olmazsa artmayan bir dizi olugturulur ve bu 0 da kesilebilir.
Denklem (10), (13) ve (14) nedeni ile bunun toplami 10- ya ait pe cok
kathllgma e§1td1r

gt gt it Crg=0 |, (10

| - buradan yine e,; =0 ¢ikar.

Tam sayill matris A halinde (15) elemanter bolenlerl yerine, yine
glemanter bélenler adi verilir, “prime say1 kuvvetleri” gecgerlidir :

T, | (15a)
Bu durumda E, inveriant carpimlari

B,=m 1, m®2,,, 5,%s, (14a)

N

dir ve biitiin determinant, =, pmme sayl carpimlarimnin kuvvetlerme g6-

| re ayrilmig gekli ahr :

| (v —Ag)eve (15) - . 3

det A = TPl L TP .0 TP, (13a)

burada, birbirine 3}ani igarete kadar egitlik vafdlr (). Bunun ve c¢ar-

- panlarin sirasmin diginda ayrilma tamdir,

Polinom matrisi ile ilgili ifadeler, bir matrisin stritktiir ve smiflan- -

I mas1 probleminin agiklanacagl bilim V, 18 de ayrintih olarak ele ah-

hacaktir, — Burada, gimdiye kadar yapilanlar bir polinom -— ve bir tam
sayll Srneklerinde uygulanacakdir,

Ornek 1: Polinom matrisi
7\.2. —A A 0

A=|» —2 A A+ 4
A G 3n
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—1 X ikinci + {iclincii satir© 2 X ikinci sﬁtﬁn 4 2 X birinei siitun

“igiineil siitun — (A — 2) X birinei siitun §

#—2 A o B—d B—R 2 —B 4302

.,..,_, I—z—l ‘ —12 2/1:—4 N‘ E 1] o

A 0 34 A 3 — & +54
"o M—A421 —AB 43424
o B =R 5A

birinci satir— (A — 1) X ikinei satwr
MR 2k —R£38-—28) ([23] 1@A—=3)_
A2 — A2+ 54 \ A& Ad—9)

i
— 2 X ikinei satir 4 32 X hirinci satir

(2 asi—n N\ (@Al o
0 - A3P—34—214 10) 0 A3A—3A2—24 4+ 10)
Boylece, normlagtirilmigs normal sekil bulunur :
1 0 0. !
N= (0 y) 0 ) .
0-0 A{3A®—322—214 10)
Elemanter polinomlar gunlardir .

- E,=1, Ey =1, E,=A(3R—32—24+10).

Ornek 2 : Tam sayili matris.
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10 ~—12 — 4 10 2 4 o [2] o
A =80 50 —40|~|80 —130 40)~]|730 —130 300
0 — 4 —18 40 - 36 18 220 — 36 90

. {730 300 ‘(70 30) (10 30)~(|E o)
220 90)"" 220 - 90/ 40 %/ T\40 30

yani normal gekil

invariant carpanlar : By=2,E=10=2.5,E=30=25"3

- Igaret digmda determinant : -

detA =2.10+30 =600 =2*- 5% 3.

PR
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Kuvadratik formlar uygulamada, daha ziyade “enerji ifadeleri”, 6r-
negin mekanik-elastik sistemlerde kinetik ve potansiyel enerji, yap sta-
tiginde gekil degigtirme igi, elektroteknikte magnetik veya elektrik ener-

' KUVADRATIK FORMLAR VE UYGULAMALARI -. jisi olarak ortaya ¢ikarlar. Matematikte, Q@ = sabit geklindeki ifadeler
. ) ile koni kesitleri ve ikinei' dereceden yiizeylerin n = 2 ve 3 merkezsel
11. Kuvadratik Formlar. #  denklemi olarak kargilagiir; ve n genel boyutu halinde Q = sabit, R,

deki 2-inci dereceden bir yiizeyin denklemi olur.

11.1, Kuvadratik ve Bilinicer Formiar. ' I b
3 Kuvadratiklerin yanmda “Bilineer Form” lar da ortaya c¢ikar; bun-

n adet reel %, X, ... X, degigkenlerinden olugan reel kuvadratik form,
lar iki degigken sistemli birbirine bagh lineer ifadelerdir :

v
{1 P a,, reel katsayill, x; cinsinden homogen derece agagidaki ifadededir :
X ={0,%2...,%.F ve ¥ =1{Y, Yo, Ym}, ler agagrdaki formun

‘3 1: Q=“L1ﬁ'+2“12x1’52_+"'+Zdlnxlxn . o . )
: ' |1 i ) . ) ..{_ Qoo xg + P + 2 Aoy Xn X, (1’) ' . lfadelez'l ve .
:“,I{ | A _ ‘ _ ; . .
:}‘ i‘ ; L a4l ) P=ay Y%+ %+ -+ ay ¥, .
A b i . R vut . \?
‘I : Ayrica a,, = a, konularak goyle yazlabilir : . i G- Y2 F ok Yy By oF Gan Yy B (2/)
15 | | R
“ . ' = (apyy gy 4, . + By Y %y, a.'mﬂ ym Eg vt G Y B
r"‘ (. ' + %y {0 Xy of A Xy b 0y, 7) = il . . ‘
k| e e e e Gie = Oz 11€ -4 ‘burada, yukardaki gibi, kisaca sunu yazabiliriz :
'i" .'V,,_. (‘7111:\'1 + a’n'_’,x".' -l"' ftt + Ay xu) l-‘ I —
! . [ P=y A x| @)
Burada sag tarafta x =. (%1, %2 ... X,) Vektorii ile, | ‘ 1 mn-matrisi A = (a,,), simetrik veya kare olmasi gerekmeyen bir mat-
Y =0n %1+ G222+ .o+ G, ristir; ve bunun elemanlari, gene, reel kabul edilecektir. Sekil 11.1 deki
bilegenli y = Ax doniigmtis vektoriiniin skaler 2 gibi P de bir skalerdir; ve dolaysi ile agagidaki transpoze ifadeye egit-
: carpumi vardir; ve hoylece Q igin kisaca su | § - tir : ‘ ‘
: —\ yazilabilir : ¥ 3 _ P=y Ax=x"A"y ’ ‘ (22)
e Q=x"Ax|,A = A ile (1) :j‘ilf Kare matris A. halindede, P =y Ax ve P*¥ — xAy y Ax, genelhkle
u — &£ simetrik A’ matrisi d1§1nda, farkhdirlar,
Simetrik A = (a;) matrisine “Form Matrisi” |
_ : denir; bu, formu yani n adet x degiskeninin " Oroek : ‘
s A kuvadratik fonksiyonunu belirtir. x; ler yerine ) . o
- PAz=y sayisal degerleri konulmug kabul edersek, Q A = ( 2 1) P=yAx=2yn+yim—3nmntinn,
. b4 — — y
Yy dg-a4z saysal olur. Diger bir deyimle, Q formu da —3 4PP*=x'Ay=2phn1— 31+ %% + 4.

Sekil 111 Q=x/Ax Ku- skaler bir biiyiikliiktfir; bu durum, denklem (1)
© vadratik formuna ait  © ait Sekil 11.1. deki garpim §emas1ndan da an-

. garpim gemas:. lagilir,

n adet x, degiskeninin fonksiyonu olarak, kuvadratik Q formu ve-
ya m + n adet x;, y, degig.keninin fonksiyonu olarak bilineer P formun-
da degigkenlere gore kismi tiirevierin bulunmasi gerekir. Bu islem

—138— matris hesabl yardim ile ve
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. ay,_ _ :
; ay: = e = 1

(0] 0

- dikkate alinarak kolayca yapﬂir. Q = x’ Ax de, once sol taraftaki x, son-
ra sagdaki x garpammna gore tiirev almir ise,

|
|
o
Il
=

- (4=~ nei birim vektdr).

éii?ﬁ o Ax +x Ae; =2e";AX,

elde edilir; burada son ifade A’ = A nedeni ile, bilineer form x’ Ag,
= e/Ax = e/AX in transpozesi alinarak bulunur. e/Ax garplriu, Ax vek-
térlerinin i-inci bilegenidir. n-adet 3Q/3x; bilegenleri, 5Q/sx seklindeki
hir vektér ile ifade edilir ise Q@ = x’ Ax kuvadratik formunun “Tiiretme
Kuvadi” olarak ' S

3 .
a—g=2Aw . ' (3)

bulunur, Ayni gekilde, P= y"Ax = x'A'y bhilineer formunun x; veya y,
degiskenine gore tiirevlerinin vektorleri olarak agagidaki Ifadeler elde
edilir. ‘ b

11.2, Pozitif Definit Kuvadratik Formlar.

) Fiziksel karakterleri geregince ya.lmé. pozitif, veyé sifir olabilen, ve
bu —reel — degerlerin x; degigkenleri ile gosterilebildigi kuvadratlk
formlar, uygula,malarda. nemli bir rol oynar : -

Q=x"Ax= 0| her x igin - (5)

ap ' | :
sx=AY | CON |
oP
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Bu tip formlara, x =0, yani x;, = X = ... X, = 0 igin Q = 0 olmas1 ha-
linde ‘“Pozitif Definit”, hatta “Esas Definit” denir. Buna kargiik Q =0
klan x 20 degerleri var ise, forma “Pozitif yari Definit"” denir; or-
negin x, hiz bilegenlerinin degigkenleri gostermesi halinde, bir madde-
sel sistemin kinetik enerji ifadesi daima esas pozitif definittir. Yay ele-
manlarma da sahip bir mekanik sistemin potansiyel enerjisi de, belirli
baglarin var olmamasi, yani sifir potansiyel enerjili x; yer degistirme-
lerin var olmasi halinde, yar: definit olabilir. Form yaninda buna ait
A matrisine de definit ady verilir. Bunun igin matrisin, ilerde ele alina-
cak olan belirli kogullar1 saglamas) gerekir.

Teorem 1 : Pozitif definit @ > 0 formunun A matrisi tekil ise, form yar:
definittir. Diger bir deyim ile, Q esas definit ise, A -tekil olmayan bir mat-

risdir. -

Tekil A halinde, homogen

Ax=alx1+\a2wz+...+anwn=o

denklem sisteminin, A nn a, siitunlarmn lineer baghhfna uygun ola-

rak, trivial olmayan x, ¢oziimleri vardir. Yani Q = xXAx =0 igin x=0
defer takimlar: avrdir. — Biraz ilerde gostereceglmlz gibi, (S. 143) bu-
nun tersi de gecerlidir : :

Teorem 2 : Pozitif definit forma ait A matrisi tekil-olmayan ise, form esas
definittir; x 2 0 igin Q > 0. n

Bu durumda “pozitif definit A matrisi” ha- .
linde x ve ¥y = Ax vektorleri hi¢ bir zaman orto-  om| A

gonal olamaz.
m

n A A4

Keyfi reel mn-matrisi A halinde

]B:NA’ ) .
- Sekil 11,2, A’A matrisi.
matrisli formlarin dzel b1r rolit vardwr, B matrisi

ilk dnce n-srall kare ma.trlsdlr Sekﬂ 11 2 ye ba,klmz Aynca. simet-
riktir :

=(A"AY =A"A=B.

Son olarak, pozitif (yarl) definittir. Zira Ax =y ile elde edilir;
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Q=x'Bx=x"A"Ax= y'y='y12 F oyl oot Ynl,
ve bu da >0 dir. Egitlik igareti burada

y=Ax=aesr+aem-t...+a8=0,

halini gosterir; ve bu durum, A nin a;k siitunlar: lineer bagiml olmak
iizere yalniz x 5~ 0 icin miimkiindiir : :

Teorem 3 : Reel mn-matrisi A ile tanimlanan simetrik B — A'A matrisi,
A nin a, siitunlaninin lineer bagimli olup olmamasma gore pozitif yari de-
finit veya esas definittir. Eger A siitun diizgiin ise B diizglin olur.

Ayrica su da, yazilabilir :

Teorem 4 : Simetrik, definit, A’A ve AA’ matrisler; mn-matrisi A ile ay-
"ni ranklidir.

Bu rank m veya n sayilarinin kii¢iiflinden daha bliylik olamaz. — A nmn

rank: r ise, tam r adet lineer bagimsiz a, siitunu vardir; buna karsilik
r 4+ 1 adet slitun daima bagimlidir. r adet bagimsiz siitunun A, alt mat-
risi ile, geri kalanlarin A, ile gosterildigi diigliniiliir ise, A’A mafrisi,
tekil-olmayan A A,, alt matrisine sahip olur; ve boylece A’A nin ranki

r den kiiciik olamaz. Rank, bundan biiyitkte olamaz; zira A’A carpumi, .

aralarmda r adet lineer bagimsizlar da bulunan A nin al satlrla.rmm lineer
bagimsiz satirlarin sayisim yitkseltmesz.

Ayni sey A’A icinde gecerlidir. — Genellegtirme ile su bulunur :

Teorem 5: A, r ranklt np-matrisi ve B, simetrik, porzitif definit (tekil-ol-
‘mayan) nn-matrisi ise, pp-matrisi A'BA., r rankh pozitif (yar1) deflmt bir
matrisdir.

Pozitif definit B matrisi, Cholesky metodu uyarinca, tekil-olmayan
R halinde, B = R'R geklinde parcalanir ise, RA = C olmak iizere A'BA
= A'R'RA = C'C bulunur; ise, tekil-olmayan B nedeni ile, A ile ayni
rankhdir; buradan feorem 4 deki ifade cikar.

Simetrik form matrisini yine A ile gosterelim ve A nmin pozitif, (ya-
r1) definit olma kogullarmm aragtiralim, Esas definitlik igin, agagidaki
pozitif kogegen elemanlar: gereklidir, ancak yeterli degildir :

|a,-,- > o| piitiin 4, ler igin | )

.z
:
|

i

2

e RS AR Y BN T

R P
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Zira, x; 72 0 diginda, her degigken igin xk = 0 konulur ise, @ = a; x
olur; ve bu, a; > 0 halinde reel %, icin yalmz pozitif olabilir. Aneak bu

yeterli olmamaktadir; zira x, =2, % =—1 i¢in, Q =4 —8 -3 =—1
olan negatif degerli kars: Srnek agagidaki gibi verilebilir.
1 2 ' — 2 2
A= o 3]’ o zaman Q = o + 4z122 + 3 2%

Pozitif definitlik icin gerek ve yeter bir kriter A form matrisinin A = CB
licgen geklinde pargalanmasindan bulunur; ve bu 6.3. de gdsterildigi gi-
bi, agagidaki simetrik gsekle sokulabilir :

A=RR, R=D"B ile, D = Diag (b;),

bu ise Cholesky pargalama formudur. Bbylece z = Rx icin

Q =‘x'Ax=x'R'Rx=z_'z=zgl 2l 4.+ 22

- bulunur; ve bu, z70 ve reel ise, x =« 0 icin > 0 olur. Uggen mé,ti-is

R tekil-olmayan reel maftris ise bu hal stz konusudur ve bunun igin

| ,b,-,- N 0[ biitiin i, ler icin ®)

kogulu gereklidir.
Buna gére

Teorem 6 : Reel simetrik A matrisi, yalniz ve yaluz, A = CB liggen sek-
linde parcalanmasi ve c; — 1 olmas: halinde birgok pozitif by > 0 ko-
segen clemanlarim veriyor ise, esas pozitif definittir. b;; lerin ilk r adedi-
nin — siralarin yer degistirmesinden sonra — pozitif, geri kalan r—n = d
adedinin ise sifir olmas1 halinde A matrisi r rankli yar1 definittir. d sayi-
sina kuvadratik formun defekti denir.

Uggenlerde ayrilma igleminden, ayni zamanda, teorem 2 de cikar;
zira tekil-olmayan A halinde B ve dolayisi ile B de tekil-olmayan mat-
rigdir; ve bbylece

z=Rx =0, x = 0 i¢in, o halde Q> 0.

elde olunur.
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by lerin garpimlary, B nin hélge determinantlarmi verirler; ve bun-
lar 'yok etme isglemindeki déniigiimler esnasinda degismediginden, ayni

zamanda A ya ait determinantlardr: -

a1t G2 Gi3

; | e
bt =61, Db = | 7|, Dy by by = |1 a2 @), ..
: G Gz @31 B3y O33

Pozitif definitlife ait (8) kogulu, o gekilde.yazlabilir ki, A mn pozitif
ana bolge determinantlari, esas definitlik igin gerekli ve yeterli olur-
. lar. Buna kargilik, yari definitlik halinde — siralarin degistirilmesinden
sonra —- ilk r adeti pozitif ve geri kalanlam s1f1r olur. Buna ait pratlk
kriter, daima b; > 0 dir.

11.3. Kuadmti?g Formlarn Dénsigimii. Kongriient Ozelligi.
Q = x'Ax kuvadratik formunda X, dggigkenleriﬁde tekil-olmayan
x=0y, ®
danﬁgﬁmii yapiir ise, Q
@=y CACy=y By, - (10)
'geklini ailr ve form matrisi A

’B=O’AC ’ . | (1)

ye diniigiir. Bu gekilde reél, tekil-olmayan O matrisine bagh A,B kare

matrisierine, 0.6 daki gibi kongriient denir ve goyle yazilir :

[a<B]. _' | (12)

kongriient Szelligi, tekil-olmayan P, Q icin B'= P A Q egdegerlilifinin 6zel
halidir. Bunun igin A nn siitunlar ile C nin sagdan ¢arpumim gerektiren
biitiin déniigiimler C ile soldan ¢arpim yolu ile satirlara da genigletilir; bu
bir matrisin simetrisinin degismedigi ve formiil olarak denklem (11) den
de cikarilan bir islemdir ;: A = A’ halinde B = B’ diir. Bu. neden ile
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,. kongriient Ozelligi genellikle yalmz (reel) simetrik matrisler igin goz
-¢niine almir. A, B matrisleri, eger bir tanesi digerine sonlu sayida ele-
#F manter dontiglimler yardimi ile ve her donilgiim ayni gekilde satir ve

glitunlarda yapilmak fizere, doniigebiliyor ise kongriient adini alirlar,

Ayrea, 7. de oldugu gibi, bu tip doniigiimler uygulanarak simetrik
A matrisi “normal gekle” getirilebilir; burada rank yaninda reel simet-
rik matrise ait difer bir sayr yani “indis” veya, “signaniir” de nem
kazamr. Ik Snee r rankli matris, satir ve siitunlarda __elgmante'r donii-
giimler yapilarak r adet sifirdan farkli ve genellikle bazilart pozitif di-
gerleri negatif olan kdgegen elemanh bir kdgegen matris gekline geti-
rilebilir. p adet pozitif ve g = r—p adet negatif eleman olsun; bunlar
sira. degigmesi ile toplu olarak yazilabilir; diger taraftan d = n—r adet
elemanda sifir olur. Béylece kigegen matris, reel ve pozitif de olabl-
len d;, > 0 bhiiyiikliikleri ile agagidaki sekilde yazﬂabﬂlr

d21 . ' . 4 0 \

a2,
- d2p+1
D= )
-a,
0
¢ 0
Bundan sonra
1/dy - 0
. 1/d.
CU = C 0= / 1

0 o

kégegen matrisi ile yapilan kongriient déntigimiin de D nin sifirdan
farkli elemanlarinin degerleri bire egitlenebilir. Fakat bu gekilde, reel
C doniigiimii, kogegen elemanlarmin igaretlerini etkilemez. Bunlar, reel
bir kongriient doniisiime gore “invariyant” olurlar Boylece kuvadratik
formun en son “normal formu” olarak

F. 10"
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Q=y2]+l-

bulunur. r ranki yamnda, kdgegen matristeki pozitif elemanlarin p sa- :"
“indisi” veya *“eylemsizlik indisi”, kuvadratik formy
karakterize eden, reel degisken doniiglimiine goére invariyant olan bir §&

yisi, yani formun

biiyiikliiktiir. Bu ise Sylvester’in ‘“eylemsizlik kanunu” dur ;

_ Teorem 7: Eylemsizlik kanunu: r rankl reel bir kuvadratik form, recl BB
tekil-olmayan bir doniisiim yolu ile denklem (13) deki normal forma ne J
gekilde doniistiiriliir ise doniistiiriilsiin, r rank: yamnda pozitif terimlerin L 3
(forma ait eylemsizlik indisinin) p sayist ve dolayisi ile negatif terimlerin J¥

q = r — p sayisi sabittir.

Bu teorem n = 2 igin Q = sahbit geklindeki konik kesitinin reel koor- '7 .
dinat doniigiimii ile, daima ayni tip bir diger kesite, bir ellipsin bir
ellipse, bir hiperboliin bir hlperbole, b1r paraboliinde bir parabole do-

‘nilgecegini gosterir.

i

Teoremin ispati icin gunu gostermemiz gerekir : A matrisinin b,

veya c¢; kdgegen elemanlarina sahip iki farkh kdsegen matrisine dénii- 4|

siimiinde, pozitif kdgegen elemanlarmin saysi, iki defasinda da ayni-
dir. Birinci doniigiimiin '

x=By veyay=Bx, B=(§;;,) =B olmak lizeke °
i adet pozitif ve ¢, = r—p adet negatif b; degerlerine sahip

Q_ E by:
i=1

21 b Byt .+ B x,)?

inTa
versin. Ikinei bir doniigiim

x=Czveyaz=Tx, I'=(y;;) =C"! olmak ﬁzeré,

p. adet pozitif ve ¢, = r—p, adet negatif c¢; degerlerine sahip

r r
‘EI bi (3;1741 + ﬁinxn):z: 'z]_ci (TﬂXl']‘.- . +Y,-,.,xn)2
i= i=

versin; boylece

= E L ] Elc('rdx;-f-

+:Y; x)2
i=1 = ] 1 %n

e~ Y=~ | (13) ¥

5
.
3
¥
H
Al
H
¥
b
El
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bulunur. Simdi p; > p. yani r—p; + p; < r olsun. Denklemin (14} de

.. X, degigkenleri yerine, hepsi sifir olmayan, ancak negatif b, de-
gerlerme ait r— p, parantez igindeki ifadelerini solda, pozitif ¢, deger-
lerine ait p. parantez igindeki ifadelerini sagda sifir yapan, reel sayl-
gal deferler koyalm :

ﬁP:J-l,l £ + "+f}p’.;.1_,,x,,={)
ﬁflxj. + "+ﬁrnxn. =0
Yu s FeedyLE =0
}’f’u 141 + + ?.ﬂ-, wFn =0

Bunlar hipotez geregipée r—p+p<r<n adet homogen denklem
olup n adet x; bilinmeyenine sahiptir; ve bu denklemlerin, daima hepsi

birden sifir olmayan x; ¢oziimleri vardir. Boylece denklem (14) de sol

taraf = 0, sag taraf << 0 olur. Ancak egitlik nedeni ile, iki tarafta si-
fir olmalidir; bu neden ile hipoteze aykir olarak y =z =0 yani x = 0
bulunur. Béylece p, > p. kabulii bir aykirihk dogurmug olur; ve p, = p;
= p bulunarak teorem ispatlanmig olur.

p indisi ve ¢ = r— p sayms1 yerine, bagka iki deger, yani rank ola-

‘rak toplam yerine ‘“signatiir” olarak fark kullamilir :

r=p+q rank
8 =p — q signatur.

Bunlarm ikisi de p ve g gibi kuvadratik formun 1nvar1yantlar1d1r ve ko-

‘layca ispatlanabilecek agagidaki teorem gecgerlidir :

Teorem 8 : Reel simetrik A ve B matrisleri yalmz ve yalmz ranklart ya-
nmda indis yeri veya signatiirleri birbirine uyuyor ise, kongriientdir :

B¢ A,yaniB = C AC

burada C reel tekil-olmayan déniigiim matrisidir. Q formu, r=8=1p,
g = 0 icin reel x, halinde, negatif, r = —s =.q,p = 0 igin ise pozitif -
degerler olamaz, Birinci halde form pozitif (yar) definit; ikinei halde
negatif ‘(yar1) definit; ve hatta r =n,d = 0.i¢in esas definit, difer ta-

raftan r < n igin ise yar1 definittir. Negatif definit formlar, pozitif de-
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finitlerin igaretleri degistirilerek bulundugﬁndan, burada yalmz — ken-
d bagma pratik anlami olan — pozitif definit formlar ile yetinilebilir.

11.4. Hermitsel Formlar.

Kuvadrdtik formlarm kompleks genellegtirilmesi

H=x*Ax ' C5)

“Hermitsel Form” lar ile olur; burada A = A% hermitsel matrisi simet-
rik reel ve yam simetrik sanal kisimdan olugur; ve bunun igin X = x*,
A = A% kisaltmast yapilir; 4.2 ye bakimz. Bu form, adi recl kuvadra-
tik form gibi, bir “reel say1” degerini gdsterir; zira

Hf=(xAx)=x Az =xA'x=xAx=H.
dir. Matris ve vektoriin reel ve sanal kisimlarindan ayfmtlh olarak
s*Ax=( —iv)B+i0O@+iv)
=0 Bu+vBv+vOu-uOv
+i@Bv—vBu+uCu+vC_Cv)
bulunur, Burada

B'=B, C¢=—-C
nedeni ile

uBv=v'Bu

wCv=—vCu

WCu=vCv=0.

‘dir, Bdylece H nin sanal kismi ortadan kalkar; ve geriye

H=xAx=uBu+vBv—2u'Cv |. (16)

kalir. Yar1 hermitsel A = — A* matrisli, yart hermitsel K = x* Ax for-
munun, tam sanal oldugu goyle gosterilebilir :
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K=x*Ax=i{wOu+vCOv+2uBv). a7
_Tekil-ohnayan, fakat genellikie kompleks

x=0Cy | (18)

doniisiimii ile y; degigkenine gecilir ise, H = x* Ax formuna ait form
matrisi A, H = y* C* A Cy = y* By nedeni ile agagldakl hermitsel mat-
rise doniigiir :

|B=crac]. | (19)

Bu gekilde birbirine baglannug kare matrislere “hermitsel kongriient”

‘veya “konjonktiv” matrisler denir ve s6yle gosterilir: -

AZB

, (20)

bu_rada genellikle A , B hermitsel matrisleri bahis konusudur: Ozellikle
G “Uniter”,, yani C*C =1 ise, A ve B ‘“iiniter konjonktiv”’ ve, ortogo-
nal kongriient reel matrisler gibi, birbirine benzerdir.

Bir hermitsel matris A, yine denklem (19) daki hermitsel kong-
riient déniigiim yolu ile, kdgegen matrise cevrilebilir; ve bu hermitsel
matrislerin tamim gerefince (simetrik reel klsun) reel dir. Buna gtre
agagidaki teorem: gegerli olur :

Teorem 9: Eylemsizlik kanunu: r rankli bir hermitsel matris denklem
(18) deki tekil-olmayan kompleks doniisitm yolu ile kdsegen matrise ne
sekilde getirilic ise getirilsin, pozitif kSsegen elemanlarmin (eylemsizlik
indisinin) p sayist ve dolayis: ile negatif elemanlarin ¢ = r — p sayist dai-
ma sabittir. Bagka bir deyimle : Hermitsel bir matrisin r = p + ¢ ranki
ve s = p-——q signatiirii, hermitsel komgriient dﬁnﬁsiime gore 'invariyant-
tir.

Ozellikle, p = (r + s) /2adet +1veq=(r—s)/2 adet —1 ele-
manl,, — sira diginda — tamamen belli ‘“normal form?” -

N = Diag{1,...,1,-1,...,~1,0.,,,0} (21)

olarak bulunabilir. Buradan su cikar :
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Teorem 10: A ve B hermitsel matrisleri, yalniz ve yalmz, r ranklari ve s
H .
signatiirleri ayni ise, hermitsel kongriienttir: A ~B.

Eger ilgili H formu, keyfi (kompleks) yahut hepsi birden sifir ol-
mayan x; defigkenleri igin yalmz pozitif veya negatif olmayan degerler
olabiliyor ise, bu forma yine “pozitif definit” veya “yar1 definit” denir.

Pozitif definit bir hermitsel matris A, bu durumda

geklinde gosterilebilir. Buradaki tekil-olmayan kompleks C matrisi, yal-
niz burada gegerli olan N = I normal formunu veren kongriient donii-

siime karg: gelir. r rankl pozitif yar definit rn-matrisi A, ilerde gosteri- -

lecegi gibi, r rankl bir rn-matrisi C ile, denklem (22) geklinde yazilabilir.,
A, reel yani simetrik ise, C de reel olur ve denklem (22) de C*, C ne do-

. ner,

11.5. Geometrik Anlam.
Ue boyutlu uzayda

Q = x" Ax = sabit. (23)

denklemi bilindigi gibi, ikinei dereceden bir yiizeyin merkezsel denklemi-
ni gosterir. Genel n-boyutlu halde, denklem (23) “R, de ikinei dereceden
bir yizey” gosterir. x yer vektoérii yammnda A ile donligmiiy Ax'=y
vektoriin de, 6pemli bir anlam kazanir. Eger n adet x; deZigkene ait Q
fonksiyonunun diferansiyeli

d

, _ 99 41 09
dQ -—-axl dml+ax2 d1122+--- + a

@ dax,
®n

skaler carpin olarak, _
gy
iQ = (89:) da

matris geklinde yazﬂir —purada kismi tiirevlerin 5Q/8x vektdriine, Q

skaler fonksiyonunun “gradient” i denir ve bunun degeri denklem (3)

den

- (24)

A=C*C (22)
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Yy =Ax==fignd @
g—ggradQ=2Ax=2y , (25) %4 a
A (2 = 2 aren
olarak bellidir — ve dx yer' vektorii /
diferansiyelinin @ = sabit ylizeyi z

tizerinde kalmasi istenir ise,

QY . .
aQ = (ax) dx =0 (26) Sekil 11.3. y=Ax gradiyent, vektord
‘ {le beraber Q=x’Ax=sbt ikinci derece-
) den ylizey.
ile gradiyent - vektoriiniin ve yiizey

iizerindeki dx diferansiyelinin ortogonalligi bulunur. Doniigmiig

y=Ax=3gradQ @7

vektorii, boylece yiizey fizerindeki normal vektére esit olur. Sekil 11.3.

R; deki ikinei dereceden bir yiizeyin, bilindigi gibi birbirine dik, iig.
asal ekseni vardir; ve bunlar, yalmz ve yalniz kendi iizerlerinde x yer -
vektoril ile, ¥ = Ax normal vektdriiniin ayni dogrultuda olmasi ile belli-
dirler. Bu hipotezi n boyutlu hale genellestirelim, yani bilinmeyen A
skaler parametreli

’Ax:)\.x‘ (28)

problemini kuralm : Déniigmils y = Ax vektériiniin, uzunlugun 2 katna

yiikselmesi halinde, eski dogrultusunu korudugu A matrisine ait x dog-
rultularn aranmaktadir. Simetrik A matrisi ile smmrh olmasi gerekme-
yen bu “zdeger problemi” ikinci dereceden yiizeylerin asal eksenleri ile
ilgili bu Ornegi agan bir genel problemdir; ve bu neden ile tiim matris
teorisi igin biiyilk ¢nem tagir. Bundan sonraki iki Béliim bu probleme
ayrimigtir; bu asal eksen probleminin ¢oéziimit daha genel bir gekilde,
orada ele amacaktir. o
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12, Matris Hesabmm Baz Uygulamalar.

12,1 ﬁengeleme Hesabwma Uygulama.

A’A matrisinin klasik kullamlmasi, gézlemlerin dengelenmesi konu-
sunda Gauss’un ortaya koydugu dengeleme hesabma dayanir.! Dogru-
dan dogruya gozlenemeyen n adet aranan x, bilyiikliikleri i¢in verilmig

a;, katsayilil ve a, ikinei taraflari Sleen sonucu bulunan lineer denklem-
ler geklinde bagmtilar vardir. Bu Slgmeler hatall oldugundan &lgme ha-
talarmmin dengelenmesi amaci ile, n adet x, bilinmeyeni igin gerekli olan-
dan daha fazla m sayida a, gbzlemleri yapilir. Yani m adet a; gbzlem-
lerini ikinei taraf olan, m > n, lineer denklemleri bulunur; burada sis-
tem tam n adet bagimsiz denklemlere sahip olmalidir. Olgme hatalari
nedeni ile bu m adet denklem artik uyumlu bir sistem olugturmaz; bu
" m adet denklemin, n adet bagimsizlarindan olugan farkl sistemler bi-
raz degigik farkli x degerleri verirler. Denklem sistemini yine uyumiu

yapmak icin, her birine daha, gonra bulunacak bir v, diizeltmesi uygu- -

lanir ve bu v; lerin

Q=Zvi=vv=min |. ' | )

hipotezini saglamalari &ngoriiliir; Boylece metoda “en kiigiik kareler
metodu” adi verilir, Uyumsuz denklem sistemi

Ax =8 (2)‘

yerine

“hata denklemleri” veya ayrintih olarak

a1 % + o oo G B — @1 = Wy
an ooy G0y — @y = V2ym >0 39

e e ]

sistemi ile cahgihir. n adet lineer bagimsiz denklem hipotezine uygun

olarak mn-matrisi A nin rank: r = n dir. Yani bu matris siitun diizgiin-

diir. (3) iin (1) de yerine konmasi ile

{ Prakhischen Mathematik (15) S. 290 ff da daha fazla ' bilgi bulunabilir.

Ax—a=vVv|, o S ()
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@=vv=(Ax—a)(Ax — a.)=x’A’Ax—x'A'a,—a"A-x+a.’a
=x"A’Ax—-2x'A’a+a’a=Q(x) = min.

bulunur. Buradan, bilinen gekilde, n adet kogul olarak

aQ—2e A'Ax— 2¢’; Aa—-O
ox;

cikar; ve bunlar

aQ _ ' Mt
6___x— 2(AAx—-A'a)=o0
geklinde veya

aAx=A"a| (4)

| olarak kisaca yazﬂlr; burada A’A, n swralr simetrik, tekil-olmayan, po-

zitif dafinit katsayilar matrisidir ve A’a da sag tarafiur, x, bilinmeyen-
leri i¢in, uyumlu hir denklem sistemi gosteren bu ‘“normal denklemler”,
dengelenmemig ve dolayms: ile uyumsuz (2) kosul denklemlerinden, A’
matrisi ile soldan garpilarak bulunur. Bu “Gauss Diniigiimii” adi ile de
amlan bir iglemdir. (4) normal denklemlerinin x; ¢oziimleri, en kiiciik
hata kareleri toplam Q anlammda, a; Slgiilerine miimkiin oldugu kadar
iyl uyan, aranan dengelenmig bilinmeyenlerdir.

‘Normal denklem matrisi A’A, y1
A'A=N ' (5)

geklinde kisaltiir ve (4) denklemleri x e gore. ¢bziililr ise, dengelenmig
x; bilinmeyenleri ile, hatall a, gozlemleri arasinda '

x=NT1A'a=A"a , NTA"=A’, olmak lizere, (&)
seklinde, ayrinti: olarak

T =ocna1+c;21a2+...+oc,,,1aml o

6
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geklinde bir bagmti elde edilir : Burada A’ matrisi, aéaéldaki ozellige sa-
hip ve 9.5 de verilen mn-matrisi A nin yar1 inversidir :

A'A =A’d =L

@
A'A matrisi ise, N nin invers matrisine egittir :
A" A=NTA'AN =N, (8)

Ornek : Bir licgende «, 8,y acilar: ayni hassasiyet ile slgiilmiigtiir.
Oigme degerleri a,, a,, a; olsun. U¢ aa

o+ B+ 7= 180° (A

kogulunu sagl_lyacaémdan, i¢ oleme degerli dlgme iglemi fazla belirli-
dir; a; lerin toplami 180" den az farkh olacaktir :

(®

'a1 + an + az — 180' = 8.
. \

X bilinmeyenleri yalniz 2 agidir; érnegin o = %, = x,, (A) geregince,
boylece y = 180° —x; —x, dir. Hata denklemleri ise gunlardir ;

Xy — —
X2 = a2 =

—x1—x+t @+ ap— 8§ = vy

buradaki son denklem, y—a; = 180° —x, — X, —%;. ile {B) den bulu-

nur. Boylece'

—

ooy % a
A=( 0 1). a=( s )‘
—1 —1 d— a, —ay

A'A='(2 1), A,a=(2a1-}-az—6j.
1 2

a,+2a,—§
Normal denklemler ve ¢éziim

25,4+ m=2a,+ a—3| 2[—1

Ht28= o +2a—06|—1]| 2
3 =3a,—30d
33‘2=3a2—-6
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Sonu¢

4 =-x1 =a; —df3
f =%, = a,—8f3
Y= uy— 813,

Bu durumda aq fazlasi &,a; Olgme degerlerinin her birinden egit 5/3
kadar cikartimaldir. Burada olgme degerlerinin ayni hassasiyette ol-
masl ongoritllmiistiite. Yani v, diizeltmelerin v; = v, = v; = —&/3 dur.

a,, 8, Olemeleri a, in iki kat1 hassasiyete sahip ise, bu durum, v,
leri iki kat yapmaksizin son iki hata denkleminin iki ile carpimas? su-
reti ile gz Oniine almir. Bdylece

i 0y . , o
a=| o 2)- @= 2
: 2, 28 —2a4,—28;

D

ve normal denklemler gdyle olur.

' 5"1+4”2=5“1+4a'_‘46.
) 4x1,-1,-‘8x2=441+ 3"2-46'
Sonug o = 2, = a,— 4 0f6
. p=sy=0a— 06
y= a— 6.

Bu iki daha hassas oSlgme degerinde, beklendigi gibi, daha az hassas
olan a, e oran ile daha kiigiik bir diizeltme yapihr.

12.2. Kafes Kiriglerin Hesabr.

'1.1. de verilen diizlemsel kafes sistem Ornegini tekrar ele alahm.
2 Burada 8, ¢ubuk kuvvetli m adet gubhk ve, bagitlik igin, yine diigey ola-
| rak kabiil eden n adet P, diifiim yiikii vardir. Keyfi yilk dogrultusu
halinde, her yilk x ve y bilegenlerine ayriir ve n kuvvet sayisi iki ka-
tma cikar. Ayni durum, her yiikiin ii¢ bilegene ayridifl, uzay kafes
sistemi icin de gecerlidir. Bizim igin 6nemli olaniar, yukaridaki en basit
halde verilmigtir. Daha &nce aciklandifl gibi —s vektorit ile gosteri-
len — S, cubuk kuvvetleri ile — p vektdrii ile gdsterilen — P, yiikleri
arasmda ' '
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Si=6y Prtee Pt 4ow Py
522521_ Pt Pyt -+ F 02, P,

S HC,,,1P+C,,,2 2+"'+5muPn

9"

lineer bagmmtisi veya klsaca ’

vardir; buradaki mn-matrisi C = (e;) nn, ¢, “etki sayilar’” olan ele-

manlari g6yle bulunur : ilk énce kafes kirig statikge belirli dngoriilen ve-

J#k icin P, =1 ve P; =0 yiikii altinda, bu elemanlar 8; gubuk kuv-
vetleri olarak, statik metodlarimin birinin — Crewone plan veya Ritter
kesiti — n defa uygulanmas: ile elde edilir,

Simdi, biliniyor kabiil edilebilen P, yiikleri altindaki r, ¢tkmeleri
(sehimleri) Castigliano teoremine gore, “gekil defigtirme -igi” (agagida
kisaca $.D.I. olarak gosterilmigtir) yardimi ile bulunur. Tek bir cubuk
igin, bu gekil degistirme igi, bilindigi gibi,

dir; burada f, = l/EF elastik yer deg1§t1rmed1r Tiim kafes k1r1§1n
S.D.1Isi

1 m
=52 —sFos , - (10)

yani gubuk elastik yer degigtirmeleri f; den olusan F, = Diag (f|) koge-
gen matrisli kuvadratik ve pozitif definit bir formdur. Burada denklem
(9). geregince s gubuk kuvvetleri yerine p yiikleri konulur ise, $.D.L
yuklere gore kuvadratik bir form ola.rak

. 1
A——POFOCP—ZPFP a1

elde edilir; burada artik kégegen olmayan fakat poz1t1f definit “t0pla.m
elastik yer deg1§t1rme” matrisi :

s=Cp . ©
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F=CF,C|. (12)

vardlr. Bunun elemanlarmin boyutu u;aunluk/kuvvet dir.

Bilindigi gibi, i-ninci diigiim P; yiikii dogrultusundaki r; cOkmeleri
S.D.i. nin P; yiitkfine gére kismi tiirevi (Castigliano teoremi) olarak bu-
lunur, r; = 3A/3P;. Bu c¢okmelerin toplam vektdrii r, ‘agagidaki basit
kuraldan bulunur : '

r=34 _Fp|. (13)

1.1. de verilen egit, I, = 1 uzunluklu basit Srnekte biitiin mesitler esit,
F, = F kabul edilir ise, yani f; = f = I/EF halinde, F,= £I yardim ile
hesap basitlesir :

f 31 24 13
F=C'F00+f0'0=ﬁ 24 44 24,

13 24 31
ve ¢okmeler igin de su ifadeler bulunur :

24EFr = (31P; + 24Py + 13Py)1
24 EFry= (24 P; + 44 Py + 24 Py) 1
24EFrs= (13P; + 24 P, + 31 Py) .

‘Hesap kolayca “statik belirsiz” ka.fes kiriglere de uygulanpabilir. Bu-
rada s adet cubuk fazla olsun; bunlar kesilir ve X; statik bilinmeyenleri,
yani — once bilinmeyen — dig kuvvetler olarak hesaba katir. Bunla-
rin giddetleri daha sonra, kesme noktalarinda gekil degigtirmelerin si-
fir olmas1 kogulundan bulunur (Statik belirli ana sisteme gegig). Kesi-
len bu cubuklari s;, geri kalanlari s, ve, X; kuvvetlerini x ile gostere-
lim. Statik belirli ana sistemin s, cubuklari, yine lineer olarak p yiikleri
ve, yitk kabul edilen x bilinmeyenleri cinsinden ifade edlleblhrler ve denk-

lem (9) yerine

S0 = 00p+01x

81 = x|’ (14)
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bulunur; burada C, 1 ¢;, elemanlar yukardaki gibi, C, in elemanlar: ise
biitiin yiikler ve, X, = 1 diginda, biitiin X; bilinmeyenleri sifira egitlene-
rek bulunur. Cubuk elastik yer deg1§t1rmeler1ne ait kogegen matris, ana
sistemin ¢ubuklarmna ait F, kisimlarina ayrilir ise, cift S.D.I. soyle ya-
21labilir :

24 =51F,s; + 82 F; sz, (15)
Burada denklem (14) in yerine konmasi ile
24=p Co+xC)EFy(Cop + C1x) + x F1x

veya son olarak

2A=p Fup+2p Fux +x Fyx _ {16)

bulunur; burada elastik yer degigtirme matrisleri gunlardir:

Fp=C0oF,Cy
Fg, = CoF, Cs

, 17
Fio=C1¥;Co = Fy an
¥Fnu=C1FC; + Fy.

Biylece x statik biliﬁmeyenleri ve r ¢tkmeleri Castigliano’ya gore
S —Fup+Fux=o0 |>x o as
g—‘i —F,p+Fux=1r |- (19)

denklem sistemlerinden bulunur. Denklem (18) den X; bilinmeyenleri
¢ikar. Bunlarin denklem (19) da yerine konmasi ile r; degerleri bulunur.
Birinci denklem x e gdre goziiliir :

=—F'"Fup, | (20)

ve bu ikincide yerine konur, bdylece r ¢okmeleri dogrudan dogruya p
yiiklerine bagh olarak

A i

T Ry

g A e T R P I N R s T
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r=Fop— FuF ! Fp=Fp (21)

geklinde bulunur; burada F biitlin sisteme ait elastik yer degigtirme

. matrisidir, — Formel  hesabin kolaylg: ve bunun genel gegerli olmasi

ve tek halden bagmsiziign dikkate deger; 25. deki genel problemlere
bakmiz,

12.3. Titregim Problemlerinin Incelenmesi.

Matris hesabinm, mithendis icin cok Gnemli bir uygulama alan tit-

resim teknigidir, Burada sonlu sayida serbestlik dereceli titregim . sis-
temlerinin incelenmesi dogrudan dogruya matris denklemlerine gider,
Siirekli titregim sistemleri de, parcalara ayrilma wve yaklagik hesap yo-
lu ile, sonlu sayida serbestlik derecelere indirgenebildiginden bunlarda

bagka bir uygulama alani ortaya koyarlar. Biitiin bu problemler 11.5 de -

verilen “dzdeger problemlerine” gider. Bu ise ya, oradaki,

‘ Ax=2Ax|, (22)
Ozel gekilde veya “genel Gzdeger problemi”
|Ax =-7\.Bx‘. (23)
_/[é:::{é geklinde verilir. Bu dzdeger. probleminin tam ince-
”@i lenmesi agagidaki bolimlerde yapilacaktir. Burada

yalmz titregim tekniginin bazi &rnelkeri ile, Szdeger
probleminin nasil yazilacag: gdsterilecektir.
Birinei érnek olarak, ya Sekil 12.1 deki gibi ve-

o &
Tlllﬁ}'\_’!
B3

s.
haa

vy YVyvy

"rv_—T
&5

bi tertiplenmis, n adet m; kiitlesinden ve n adet ¢
yayindan olugan bir titresim zinciri incelenecektir.
Kiitlelerin y; yer degistirmeleri ile z, yay uzamalar
arasinda

T Yn
Sekil 12.1. n tane m, % {:] D ] l

kitlesinin ve n tane
¢; yayimn titregim Sekil 12.2. "n tane g, kitlesinin ve n tane
zineiri, ¢; yaylarimn burulma titregimler zineiri.

o o
— AALNA

ya burulma titregimleri halinde Sekil 12.2 deki gi--
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seklinde yazilabilir. Buradan Toatrislerin simetrik szelligi goz Oniine aj-
narak, zamana gire titrevden

ZZ=Ya—¥: ‘I‘ _ .
......... (’ '. ' . '.'
, : %=%—%4] ﬁ;- , . Y{Oy+My)=o
bagmtilari, kisaca . ' @24) 4 :
¢=Ky ( veya, b, vektérii y keyfi secilebildiginden, hareket denklemi olarak
. ( 1 0 ‘ . | . 0 M L _ .
vardwr; burada 7 —1 4 . J ‘ | Y+My=o0 (29)
__-1 1 |
K= bulunur. Siniig ifadesi
. Y=asinwt
0 —1 1

V= — wlasinwt = —wly = _ Ly

‘ ﬁatﬁéi tekil-olmayan bir matrisdir. Titregim de.nkle.mleri, pfozitif ldef.ini‘; ile

‘ 'ﬁflf ' G, = Diag (¢;) ve M = Diag (m;) kdgegen mat_rlslenne sahip Ipota.nswe.
j Lo - ve kinetik enerji U ve T yardmm ile bulunur :

& |

Loy=XMyL b= 30)

ozellikler ortaya ¢ikar. Simetrinin korunmag; icin

j['-il, 0o ‘ 1 ot = 1 2 Coz ' (25) . @f olarak bzdefer problemi elde edilir. Denklem (23) deki genel Szdeger
[ Y “';1“‘} U= Z g YiFi T Ty : problemi tipinden- olan bu problem, M~ ile soldan garpilarak denklem
i ) ' _ ' # (22) deki &zel hale ‘getirilebilir, Fakat bu esnada matrisin simetrik Ozel-

7 2% my i =% vV =My (26) r ligi yok olur; ve bu durumda, ilerde goritlecei gibi, cbziime ait Snemli

Denklem (25) deki z uzamalart yerine (24) uyarmca Yy yer deéiﬁtime- |

T 12¢ — i . = ay, . 1
leri konarak potansiyel enerjiden | My ='x, yani @ = y, ym; (31)

| ile yeni x degigkenine gecilir ve basit bir déniigiim ile &zel Ozdeger prob-

lemi

1 ’ r 1 ’ ' ‘ B
U=7.y K QUKY DR Cy B @0

kuvadratik formu elde edilir; burada 7 ' Ax— lx‘, d = o? | 32)
C =K GK. @8 “bulunur; burads
yine pozitif definit form matrisidir. Boylece enerji teoremi . ’ A MAga I | .

5 (¥ Cy + y My) = sabit, yine simetrik ve pozitif definit bir matris olur.
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|
o

Geneél olarak, n serbestlik dereceli bir titregim sistemi igin

2U=y Ay, 2T=y By

enerji ifadeleri, yani A (rijitlik matrisi) ve B (eylemsmhk matrisi} mat-
rislérine szhip kuvadratik formlar vardir; burada B esas ‘pozitif de-
finit, A ise definit veya belirli serbestlik dereceleri halinde bir NENE -
bagl eksik ise, yar1 definittir. Kiicilk y; yer degistirmeleri icin matris. J

'lerin a;, by, elemanlar1 sabiti yani yer degigtirmelerden bagimsiz kabul i

edilebilir. Bu gekilde yukarda oldugu gibi U + T = Sabit ener;|1 teore- i

mini tiiretebilmesi ile ,

Ay+By=o (35)

hareket denklemleri sistemi ve buradan siniis ifadesi ile y cinsinden ge
nel 6zdeger problemi

Ay=ABy | , A=w? olmak iizere (36

elde edilir. B- matrisi tekil-olmayan bir matris oldugu igin, B ile sol-%
dan carpilarak, artik simetrik olmayan B A- matrlsh ozel problem elde &

ed.lhr B ye Cholesky pargala.nmam
B =R'R

uygulanir ise simetri korunur; burada R iist iiggen matrisidir ve boy—- 1
lece 3 1‘ -
|3

| Ry=x (38
degigkeni ortaya ¢ikar; denklem (36), bu durumda, 1 |
Ox=ix|, h=uw o €9 |

dzel problemine gelir; burada

R VAR 1=C|.

pozitif (yar1) definit bir matrisdir.

OZDEGERLER PROBLEMI

13. Ozdegerler ve Ozvektorler.

13.1. Problémin Takdimi ve Kavramlar,

11:5. ve 12:3. de baz ¢rnekler ile belirtildigi gibi bir ¢ok problem-
lerde, matris teorisi igin bilyiik nem tagiyan ve bu teorinin cekirdegi
olan bir soru ortaya cikar: “Kare” fakat keyfi (reel veya kompleks)
bir A matrisi ile doniigmily y = Ax vektorii, baglangig vektirii x 11e
orantill, veya buna paralel, yani

Ax=Ax|

1

olacak sekildeki x vektorleri aranmaktadwr, Burada A basla,nglgta bilin-
meyen bir parametredir. Problemin ayrintih sekh

.+a1,.m,,=)hx1
S W

Oy ¥+ and2 4+ ..

Ga1 1+ Q22 + . - .

| 21 &1 92 B2 - , . 1)

Cnl X1+ Bua @2+ oo+ Gpalln = M Zn
olup, homogen karakterli olarak

A—-ADx=0 (1a)
geklinde yazilir. Bu denklem sisteminin
a1t - Aap oo O1p .
— Nl G2n
A _ )\' I = a1 a22 [25] (2)
Gpn — ?\'

ma.trlsme, A matrisinin “karakteristik matrigi” denir. Bu, ‘biraz sonra

A gorulecegl g1b1, A matrisinin 8zellikleri gin onemli role sahlptlr

— 163 —
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Homogen denklem sistengi olarak, denklem (1) veya (la) nm yal-
niz, katsayilar determinanti sifira egit olmasi halinde, triviyal olmayan
{sifira 6zdeg olmayan) x ¢Ozimleri vardir. Bu “karakferistik detenm
nant”

11— MG cees Q1g
DO = det (A — M 1) = |* G2 — M.y G2,

nt Cin2 v ol Gan]— A

@)

% parametresine baghdir ve, determinantlarda ¢arpim tammindan anla-
gilacadl gibi, A ya gdre n-inci dereceden bir polinom, yani matrisin
‘“karakteristik polinomu” dur, Problemde s1f1rdan farkhh x g¢dziimlerinin
varhik kogulu goyle olur : :

DO\ =det(A — LD = 1{. S &)

A matrisinin bu “karakteristik denklemi”, ) ya gore n-inci derece-
den cebirsel denklem olarak, ¢ok katli koklerin uygun gekilde sayilmas:
helinde n adet (reel veya kompleks) A1, ... A, koklerine sahiptir. Ka-
rakteristik denklemin, yalmz bu 3; kokleri yani matrisin “dzdegerleri”
veya “karakteristik sayilar’” (Ingilizcede latent roots) igin, denklem
(1) ile verilen 6zdefer probleminin triviyal olmayan :

X; = (wlz' 2 XMoot e ans wm‘.)'; . (5)

¢éziimleri vardir; bunlara matrisin “6z edziimleri” veya “Ozvektorleri”
(Inglhzcede model columns) denir.!

Bunlar (yalmz ve yalniz bunlar) baglangigta ongorulen ozdegerler, '

orantl ¢arpani olmak iizere, donugmugler ile orantil olma kogulunu sag-
larlar; yani

1 Matrislerdeki ve integral denklemlerdeki ozdeger problemi arasindg tam bir
benzerlikten behis etmek amaer ile, A, karakteristik sayilarmn 1/, invers de-
gerler! igin “Bzdefer” kelimesini kullanmalk teklifi, yeni matris literatiirlinde be-
nimsenmemistir? Ingiliz ve Fransiz literatiiriinde, yalmz karakteristik sawylar
anlammnda — difer kavramlar yamnda — proper values, elgenvalues, valeurs prep-
res gibi kelimelerl vardir, Istenilen uluslar aras1 anlagma balimindan bu teklif
bir gansa sahip deZildir. - :
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Ax; =% (G=1,2,...n). _ 6)
Bunlan géyle dzetliyebiliriz :

Teorem 1 : n-siralt kare matris A mmn, karakteristik denklem (4) {in kokleri
olarak tam n adet (reel veya kompleks) %; dzdeferler vardir; A paramet-
resinin yalmz bu ); degerleri igin, denklem (1) deki Szdeger problemnn
triviyal olmayan ¢bziimleri yani matrisin X, “szedziimleri” veya “Ozvek-
torleri” vardir, -

- det A determinanti kendiliginden sifir olan bir tekil matrisin tani-
mindan su yazlabilir :

Teorem 2 i Bir matrisin, yalmz ve yalmz, tekil olmasi halmde det-A =0,
en asagi bir A = 0 dzdegeri vardir. ‘ ;

A* pozitif igaretli olmak lizere, karakteristik polinom: - -~
p(M)=detRI—A)= 7\-" + tn_1 7»" T4+ e b+ ao (7)

olarak yazihr ise, birinei ve sonuncu polinom katsayilar: igin :

Fan1=spA L (8a) .
(—1)a= dEtA , . {(8b)

verir. Ikinei bagints (7) de A = 0 konarak bulunur. Birincigi ise, det
(AI— A) nin birinei sisteme gdre agimmmdan bulunur. Burada, yalniz
A—ay u¢ elemani )\*! kuvvetinin katsayis olur, Alt determinantlarim’
agimmina devam edilerek (8a) elde edilir (7) polinomunun,

P =0 — A~ R) .o i (b — A

lineer garpanlarina a,yrlhnlg gekli ile kargﬂagtlrﬂmasmdan citkan Vieta
kok teoremlerinden .

SPA=7~41+7\-2+-..+)VR s (9a)
detA=X1}vz...?v,. . . . ‘-(9b)

bulunur.
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13.2. Ozvektorier.

% = A; halinde homogen denklem sistemi (1) veya (1a) nm veya (6)
sistemlerinin ¢tziimleri olarak x; 6zvektorleri, bilindigi gibi, tek anlaml
degildir. flgili karakteristik matris A — ;I nmin rank diismesinin d = 1
oldugu en basit halde ); 6zdegeri igin yalmz bir tane lineer bafimsiz x;
Szvektorii vardir; geri kalanlar bunun ile orantihdir. Ozvektsr, burada
keyfi -bir carpan ile bulunabilir. x; (1), -(6) mstemmm keyﬁ “belh” bir
¢bziim vektoru ise,

x; = ¢ x;V

(6) denkleminin serbest ¢ parametreli genel ¢éziimiinii gosterir: bu ise

1 boyutlu lineer bir vekt{dr uzayr yani geometrik anlamda bir dogrultu-
dur. d = 1 halinde, 6zvekttr kavrami yalmz bir “Ozdogrultu” anlamma
gelir. Vektdr uygun gekilde normlagtirilarak, 6rnegin Euklid normu 1
yapllarak Ozvektoriin belirsizligi ortadan kaldirlir :

X,'* X = 1 (10)
burada reel vektérler halinde x* = x' olur. Biylece reel bir vektsr iga-
reti diginda bellidir; diger taraftan kompleks Ozvektdrde ¢ donme
carpam belli degildir. Bu nprmlagtirma olanagi, her zaman degilse bile,
sik sik kullanilacaktir.

Karakteristik matrisin d rank dilgmesi 1 den bilyiik ise, d > 1 adet
lineer hafimsiz dzvektdér vardir. x¥, x@..... x;¥, belirli bir 2, 6z-
degeri igin denklem (6) nin herhangi belli lineer bagimsiz ¢éziimleri ise,

x; = X0+ e xi®@ .+ eg x(D (11)

genel coziimii d adet ¢, serbest parametreli d _boyﬁtlu bir vektsr uzaymni
gosterir. Bu ise ), 0zdegerine ait ¢bziim olarak d boyutlu bir “dz uzay"”
dir. x:* vektorleri yukarda oldugu gibi normlagtirilabilir.

Simdi agagidaki teorem sdylenebilir :
Teorem 3 : Farkli ); Szdegerlerine ait dzvektorler daima lineer bagimsizdir.
A matrisinin tam s adet “farkli 6zdegerleri” '

}"1:)”2:---))\'31

o g

BRI b G e s e e T e

P
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. olsun; ve bu dzdegerlerin her biri igin, ilgili bir x, dzvektori secelim.

Lineer bagimhhk kogulu

X+ caxa b ...+ CX =0 (12)

| den A matrisi ile devamh carpimi ve denklem (6) nin dikkate almmasi

ile s—1 adet denklem bulunur :
1101!!1 +Merxot . MG X = 0]

)\:s 101X1+}\-s 102X2+

Bu denklemier x, vekidrlerinin keyfl belli xy bllegem igin de gegerh 01-
dugundan, denklem (12) ve (12a), katsaylar determinant1 agagida ve-
rilen ¢, x;, (k =1,2...,8) bilinmeyenleri cinsinden lmeer bir denklem

sistemi’ olugtururlar :

ke e e e s .
N W 1cszr:s— oi

101 .1
V — )\41 . kz . }'t |
I)\ls-ﬁ'xzs—l s

Bu Vandermonde determlnantl, agsagida goriilecegi g1b1 farkl A, deger-
leri i¢in sifirdan farklhdir. 3, ile carplmig (s —1) inci satir1 s cinsin-
den, A, ile carpihs (s —2) —n satiry, (s —1) inciden, vs mhayet 11
ile garp11m1§ birinei satirin ikinciden ¢ikarimas: ile

111 bee
0 —h A—h =y
0 Bl i5—lals - - AE—ASZI‘.

0 ATt—ATrh L

V =

ve buradan birinci siituna gore agimm yapilarak ve geri kalan siitunla-
rin ortak carpanlar: digar: _g1ka,r11arak

1 1 1
Ag 23 - }.5
V= o) a—h) o ) | B B

............

bulunur., Geriye kalan s — 1 siral determinant 1g1nde ayni sekllde hare-
ket edilerek v.s. en sonunda :
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Vo (a2 G ) a— A oo (a—23)
- Uam &) (i) - (A o)
Gaetg) - (a—7)

ey,

ifadesi bulunur; ve bu s adet farkh odzdegerin kabulii ile, £ 0 dir. Bdy- .
lece denklem sisteminin yalmz ¢; %) = € Xp = ... = €, X5 = 0 triviyal ¢o-
ziimil vardir; ve, bu biitiin i bilegnleri i¢in gegerli olacagmndan ¢; = ¢, =
.. = ¢, == 0 bulunur, Ozvektérler lineer bagimsizdir.

Ao Ozdeferine ait karakteristik matrisi A—)\,I nmn rank diigmesi
*ya ve buna bagh olarak lineer bagimsiz zvektdrlerin sayisina, yani), .
ya ait 6z uzayin boyutuna gelince, bunun 10.1. de daha genel olarak '3

i

13) -

smirlar1 arasmda oldugu gosterilmig idi; ancak burada p,s Ay 6zdeferi- ,}.1
nin, yani karakteristik denklemin kokiiniin, ¢ok kathhgm gostermekte- ﬂ
dir. Boylece yalmz “tek katli dzdeger” halinde, bu rank diigmesi genel-

likle, baglangictan itibaren 1 e egit olur : o

Teorem 4 : Tek katlt bir dzdefer i¢in, yalniz bir tane lineer bagmsiz $z-
vektor, yani bir 6z dogrultu vardir. Buna karsilik ps > 1 olan gok kath 7 |
bir A tzdegeri bahis konusu ise, ilgili karakteristik matrisin rank diig-
mesi haklunda, genelhkle (13) smilan disinda bir sey soylenemez '

Teorem 5 :p; -kath b1r ozdeger igin, en az bir ve en fazla p, adet lmeer' it
bagimsiz dzvektdr, yani boyutu en az bir ve en fazla py olan bir 6z uzay 5 #f
vardir. ' ' :

Farkli 6zdegerlere ait dzvektorler, lineer bagimsiz olduklarindan s =
adet farkh Kc ozdegerlerinden olugan n-siralt bir matrisin biitiin Szvek-
torleri

d + dz 4. 4d.=n (14)
boyutlu bir uzayl, yani genellikle R, in hakiki bir alt uzaymn: kaplarlar. -
‘Biitiin dzdegerler igin d; = Dy geklindeki ¢ok tnemli dzel halde matrisin, .

biitiin R, uzaym: kaplyan n adet lineer bafimsiz Szvekttrleri vardir.

lg=1:

169
Bu tip matrisler, “kegbgen benzeri mafrisler” smmifim olustururlar; bu

stmf cok sayiuda Onemli Ozellikler ile bellidir; ve 14. de ayrintili olarak
incelenecektir.

13.3. Ornekler.

1. Ornek : Mairis :

()

Karakteristik denklem.

5—h 4 ' ~
=32 = TA =0,
| 12— l’ A Th+8=0
Ozdegerler : ‘ 2
)4 = 6, lz =1. 2F
Ozvektorler : - o 1}~ 2
}»;:—61 —x1+4x:=0 . P i I [ e
xi— 4x=0, AN
Bu iki denklem, beklendigi gibi, bagimhdir. sk
Bunlarin her birinden x; / x; = 4/1, yani
-3
—4 2

4 1 4
Xy = ( )vektiirii normlagtirilmig olarak x;== \/':( )
1 . Y711/ gekil 3.1. ki-sirah bir karesel
matrisin 6zdo§;ultu1ar1.

dx;+4x=10
x1+x =0.

J
._]_"

Sekil 13.1. de R, deki iki ézdogrultu gésterilmigtir :

1 -
Xy = ( 1) vekidrii normlagtiriimig olarak x, = \/—13_(

2. Ornek : Cok katli 6zdeger, rank degigmesi 1 :

‘ 54\ [h—5 4 ‘
— =2 — =0—3)=
A ( 11),.11 N M—B6A+0=}h—32=0
M=h=2.
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Ozvektérlerin hesab: ile ilgili denklem sistemi :

Ixi+4x2=0
— x1— 2 x; =0.

Buradan tek ¢dziim olarak x./x, = 2/—1 yani tek Szvektsr :
=2 lastrilmis olarak v, = —=| 2
X = 1/ normlagtirilmis olara .Al_\/s_ _a)
- bulunur.

3. Ornek : Cok katl bzdeger, tam rank diigmesi :

-—2 2 —3 ,—-2—-,1 2 —3] -
A:( 2 1——6),I 2 1—A—b|=—A i 4 201145 =0
—t—2 0o | —1 —2 —
, Lh=lh=—3, =3,
A=—3: ¥+ 22 —34,=0
2yt 4 —6x=0

MN—2x+34=0

goriildigii gibi, yalmz bir tek denklem bagimsizdir, Iki kath Ozdegere
burada tam rank diigmesi d = p = 2 karg: gelir. Ozvektorler

¥1=—2x + 3 xa.

denkleminden bulunur. Serbest x,,x, bilinmeyenleri yerine (1,0) ve
(0,1) sayr takimlar: konularak x, icin —2 ve 3 degerleri yani agag:
daki lineer bagimsiz vektérler elde edilir :

— 9 3
X, = Il vex, =|0
0 1

Iki kath Gzdefer igin ¢, ve c, serbest parametreli

I[+e |0
0 1

X=e¢1 X+ caXs=—cy

}\'3 =5n:

i71

sediizlemi vardir. Bu gekilde ifade edilebilen, yani 6zdiizlemde bulunan

her vektdr, érnegin, kolayca anlagilacagl gibi,

\

1
x=1 |
\1

vektorii Ax = — 3x baginii saglar;

—7x1+2x2-——-3x3=0
2x1‘-4xz—-ﬁx3:0
—x;—2x2—5a3=10

Algoritma (satir degigtirmesi) ile ¢ozlim :

-1 —2 —3
2 —4 —6 .

—7 2 —3 1
—1 —2 —5 Ty = (—2)
2 |—8 —16 —1
—7 2 o
- —2 1

4, Ornek : Iki kath Szdeger 0, rank degigmesi 1:

1 2—1
A=t—2 3 1
-3 8 1

matris tekil ve ranki2 dir. Yani en agag bir tane i = 0 dzdegeri var-
dir, Karakteristik denklem

WE—r=0
olup y=x=0, =5 bulunur.

Ap=0 12—t =5 —4 2 —i
—2 3 1. —2—2 1
—3 8§ —3 % —4 .
L1 2 —t —4 2 —1
2|7 —1 2112 —6
3—2| o0 3 26i 0
xy: 5 1 7 ¥, o] 1 2
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a. =0 iki kath &zdegeri igin, x, = (5,1,7)’ dzvektorl, i = 5 dzde- -
Feri igin x; = (0,1, 2)’ vektdrii vardwr, Bu iki &zvektor, burada R; de

yalmz bir diizlemi kaplarlar.
5. Ornek : Kompleks Ozdegerler :

Am (c?stp —sin (p)
sing cosg

dtizlemsel dénme matrisi ile ilgili, Ax donilgiimii halinde, kendilerine pa-

ralel vektorlere doniigen vektdrlerin bulunmas: geklindeki ézdeger prob-

lemi reel olarak coziilemez. Ozdefer ve &zvektdr kompleks olur :
Aq,2 = COS tp'i isingp= eLiv,

o= (i fmmli)

‘6. Ornek : Iki kath ozdeger, bir veya iki zdefer :

Ozvektorlerin sayis1 bakimindan iki kath bir Szdegerde ortaya ¢i-

kan farklarin anlami, bir drnek ile ifade edilecektir. Bunun igin iki kath-

kok, baslangicta farkli olan degerlerin, birbirine yaklagtirlmasi yolu ile
bulunacaktwr. Bu amag ile ikisi de ayni bir karakteristik denklem

A—ay=0,

a sahip olan

a=(s o) wem=(c 2}

"matrisleri ele almacaktir. Bunlar

A_(a 1 B—[° 0
0 ate) ° T 0 ats

¢— 0 limiti ile bulunur. Bunlara, baglangicta farkh olan X =a , X
=a + e dzdegerleri ait olur. Bu degerler, dzdeger denkleminde yerine
konur ise, A halinde ‘
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{0 1
by =&, Xkarateristik Matris ‘(0 s)

.-

' —3 1
%2 =@} &, karakteristik Matris ( )

0 0
1
X2—=
£

| - sifir olan ¢ halinde, ilk baslangigta ayr1 olan iki vektdr, x;, vektorit sek-

lini alir. B halinde

0 0 1}
)v1=0; B'—‘)\'II=(0 E)’ x1=(0)

—s 0 0
lz=a+E,B'—'lzI'-=( 0 0),X2=(1 ).

" Burada Xll ,X; vektorlerine ¢— 0 limiti uygulanmaz; fakat ¢ =0 ise

karakieristik matris

00

ve bdylece x;,X, diginda keyfil ¢, ¢, sayill
c

=1 X +czxz=( )
ez

Jineer kombinasyonuda ozvektdr olur. Xi,X: nin kapladig1 diizlem, oz~
diizlem olmustur ve buradaki her vekitr, bir ozvektoérdiir.

Birinei halde birbirine yaklagan &zdegerler ile birlikte, dzvektorler
de birbirine yaklagir; baglangigta ayr olan tzdogrultu bir tek olur. Ikin-
¢i halde iki dzdogrultuya %, — ) limiti etki etmez; ancak smr gecisi
yapildiktan sonra, baglangigta tammlanmg iki $zdogrultunun kapladifl
“diizlem’’, “Gzdiizlem” olur; ve burada ozvektdrler keyfi olarak segile-

bilir.
13.4. Sol Ozvektorler. Ortagonailik.
[ax=)x | @)

6zde§;ér problemi igin
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o |ay=w| )

transpoze matris problemi vardir; ve bu

’ YA =)y | (152).

gekli.%lde ya211abilir. Bu neden ile A’ nii y 6zvektorlerine A nin “gol 8z
vektorleri” adr da verilebilir. iki problemde de, )

~det(A"—AI) = det(A—XI)
nedeni ile, egit A, dzdegerleri ve‘bunlar i in i
d , esit A cin genellikle farkh x; veva v,
sa.% veya sol dzvektorleri vardir. Yalmz simetrik matris A’ = A haﬁing 1
-sag ve sol vektérler ayni olur. )
Simdi ) = X, gibi iki farkl Szdegere ait dzdegfer denklemleri
AX:- = )\.i X;
YA =y
den y', veya Xx; ile carpilarak ve cikartilarak
¥ R Ax; = My ex:
¥ A%y = MY
0= (0 — M) ¥7x:

ve buradan, ¢n goriiliinen ) 7= %, nedeni ile

| X':yi =0 ‘ , di+ g dcin (16)
bulunur.

Tfiorem 6 Bir A matrisindeki A, = A, gibi iki farich tzdegerin x;,y
saf ve sol dzvektdrleri birbirine ortogonaldir, | ‘

3 ma.tns}:?nntam n adet lineer bagimsiz x; ve dolayist ile n adet bagim-
1z y; vekidrii var ise, yani A matrisi kdgegen benzeri matrisler simifina

ait ise, sag ve sol vektérlerin X ve Y i
e, , modal mat i tekil-
matrisler olur. Boylece wrelert teldl-olmayen
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XY =(xy) =N | an

matrisi de tekil-olmayan matrisdir. Farkh Szdegerler halinde i = k ele-

manlar, denklem (16) nedgni ile, sifira egittir. Fakat’ kogegen eleman-
lar1 sifira egit olamaz.

(18)

E

’ Xy =0
ve ozellikle iki vektbr sistemi,

] x/ i¥i = i ’ (.19)

olacak gekilde normlagtirlabilir, Ancak, denklerz (16) nm gegerli ol-
madig1 ¢ok katl: dzdegerlerin ortaya gkmasi halinde kbgegen diginda da

sifir olmayan elemanlar bulunur. Bunlar ise, tekil-olmayan C ve B mat-
'risleri halinde

X =0X | - »
R . @0
Y=YB ]

geklindeki lineer déniigiim ile sifie yapilabilir. Bu arada ayrica (18) de-
ki kigegen elemanlari da 1 e normlagtirilabilir. Degigtirilmig X,Y sis-

temi igin,

lfi’i’:!\, (21)

biortonormal dzellikleri dngdriinimil bir ise, N icin su hagmt1 bulunur :
N=XY=CXYB=0CB.

Bu ise tekil-olmayan N matrisinin alt ve fist ticgen matris C ve B ye
iicgen geklinde ayrimasi sayilabilir. C ve B bu gekilde bulunduktan son-

ra, ozvektorlerin degigtirilmig X' ,Y sistemleri denklem (20) uyarmca

su- gekilde elde edilir :- Ayrilmaya esas olan iglem, N in sagma veya iis-
tiine konulacak olan, verilmig X' ve. Y matrislerine uygulamr; bu du-

erraE . e Y

et et 1 AR e e
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rum 9.3. de biortonormia '
e stirma olarak tanimlanmig ve bir & "
terilmigtir. Boylece su tecrem yazmlabilir : § ve bir Srekle gos.

) g ‘ -

X i¥e = O | (22)

veya X'Y =1 gegerli olsun. Bu vektdtler biortonormal sistem ola

lar. X/ i in i )
X',Y nin ve Y',X in invers matrisidir. §t !

A Rtj:l simetrik matrisler halinde Véag ve sol’ vektdrler ayni ol

r — 3 . - - . . u )
ity ?;'eAgr;(:.e tggstez;};ecedgl gibi, bu matrisler, kégegen benzer ma:
. ozvektdrden olugan tam sisteme sahipti .

iptir]er.

:ise teorem 7 uyarinca ortogonaldir; veya — ¢ok kath 6zge fei;' Bl;l Iﬂ.&r
3;11— lortt)ugoz}.al%estlf'llebilir; bunlar, x/x; =1 nomﬂastlrmagﬁzeifi"'ahn-
anlagilacagl g:1b1 daima reeldir ve dolayws: ile, bagka yold 'y gl'nden
gl gibi, 6zdegerlerde reel olmak zorundadir. , yoran gostertlece:

G . .
enel, kdgegen benzeri olmayan matris halinde, yukarda onemli

olan (18) bagmtist i 51 &
o g nin gegerli olmayacagi agagidaki Srnekte gosterilmig-

A=( 4 i),‘_4—x 1

-1 2 1 2_)\':7\-2-—67\.4-9:()\,—3)2:0‘

Karakteristik matrisi

A—xlz( 1 ﬂ

01 . L] - 3 o ) l
(1an ;_11;1)’kat11_ ozf.eger: A= 2= 3 igin birer tane ézvektdr, yani x, =
, Yi= (1,1)" vardir; ve burada x,/y, =0 dir. K:’jgegen ble;

zeri olmayan, bu genel matri -

d sle i

rak ele almabilir, rdeki Szellikler 19.2. de ayrmtili ola-

! ol |
ChEL

13.5. Benzerlik Doniigiimii. Mvariyantior,

Bir kare matris A, bilindigi eibi, 1
- N igi gibi, 1 Sniigii : -
bir koordinat sisteminéeki sal-;sgsa.%F if;.d:::i:er Anligim 3 = o(x). in belirl

y=AX
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(23)

kabul edilebilir. Bu koordinat sisteminde x,¥ geometrik vektorleri, ce-

pirsel vektorler yani, bilegenlerinin giitunlam olarak ortaya cikarlar. Te-

kil-olmayan koordinat déniigiimil

X=—"T;i, y=T§

. ile
¥ =Bx
. geklini alir; burada
B =T AT |.

yardimi ile, yeni bir sisteme gecigte, (23) ifadesi, Ty = A Tx nedeni

(24)

i

@25

(26}

dtiniigiim. matrisidir. Matrislerdeki bu tip bir benzerlik déniigiimiinde A
matrisinin karakteristik denklemi ve, % Ozdegerleri olan kokler sabit

kalir, 2.2. de determinant 3 uyarmca

det (B — M) = det (T TAT —AD) = det[T-1(A —ADT]
— detT—!detT det (A — M) = det (A — LD

dir. Bbylece su feoremi elde ederiz :

Teorem 8 : ]f)enklem (26) seklindeki bir benzerlik ‘dﬁnﬁs{imﬁ, bir matri-
sin- karakteristik denklemini ve bunun kéklerini, yani Szdegerleri degigtir-

mez.

Bu duruma gore, karakteristik denklem ve dzdegerler, matris yanin-
da, matris ile gdsterilen lineer déniiglimiin de karakteristik zellikleridir.
A matrisi, lineer ddniislimin, vektor bilegenleri ve matris elemanlarmm

fizerinde gosterildigi (refere edildigi}) koordinat sistemindeki ifadesidir,

ve burada denklem (23) deki gekli alr. Karakteristik derklem ve dzde-

© gerler, ayrica lineer doniisiimii koordinat sisteminde bagimsiz, “invari-
yant” ozellikleridir; boylece denklem (92 ,b) uyarmeca matrisin “izi” ve

F. 12




178

13 L] - -y 4w a . - .
I;et%mlnmtl”, koordinat ddniigtimiine gére invariyant bityiikliikler olup.
r. Denklem (6} ya, denklem (24) deki doniigiim uygulanir ise ayni go-

nu¢ bulunur. T ile ¢arpilarak
T—IA.T;,- = Bi} =)\q';,'.

elde edilir. x; “dzvektorleri”

: eni sist i i bi i
ifade edilmistir. y eme a?t, yeni bllegenler cinsinden

Ornek : Iz s =6 + 2 = 7 ve determinant1 A = 6 olan

(5 4)
1 2
matrisinin karakteristik denklemi

M—Th+6=0
olup -karakteristik sayilar ), =1, A, = 6 dir. Sistemde, '

5 2 3 —2
T — oy .
(7 3) fle T IH(—? 5)’

lineer doniigiimii yapilir ise, A matrisi :
B=T_1AT:( 3 —-2)(5 4)(5 2y_[ 3 —2\(53 22
-7 5/\1 2/\71 3/ \—7 5/\19 8
_f 121 50\
—276 —114) "
geklini alir. Bunun izi yine s = 121 — 114 = 7, determinanti1 B _—:.6 dir.
- Ayni karakteristik
p_(k) =detWE—-A) =acd+ a'h + .. f+ @, AT AR @n

po]%'nomlu biitlin matrislerin olugturdugu gibi “benzerlik smifmdan”, =
polinom katsayilarmi, dogrudan dogruya matris elemam kabul eden,bi:

matris ortaya cikar. Bu ise polinoma ait “eglik oy
“Frobenius matrisi” dir?: : stk (refakat) matrisl” veya

1 Georg Frobenius, 1849 — 1917, Be soris o : T
, rlin, matris teorisinin ¢

il gtur, eorisi geliatixl'ihnesine dnemli

) ur b
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1] 1 0... 0
0 0 1... 0O
=
0 0 0... 1"- ? 0
SUy— G 2. Gn—1

Burada karakteristik determinant det (A 1—F) in son siituna gore acl-
nimdan (7) polinomu bulunur, Ornegin n = 4 igin sum elde ederiz.

A —1 0 0

detpI—R=1 * 7! o

3 a a agt+2

|=1 o o A 0 o Ja—1 o
=—a} A—1 O+a40—1 0—-alo 1 0
0. 4 ~—1 0 A —1 0 0 —1
A—1 o0 o
G+ (a; + 240 A —1 =an+a1l+‘aaﬂz+a3}1"+-ﬂﬂ_
o 0 A ' ‘

Karakteristik denklemin kokleri ), olmak tizere dzvektdrler
x’i' = (1: ?":'J l'21 o )"?—1) ] (28)

dir. Bu durum (4I—F) x = 0 bzdeger denklemin de yerine konarak
bulunur. Yani Frobenius matrisinin, p (1) polinomundaki farkh sifir nok-
tas: sayisina egit lineer bafimsiz dzvektdrii vardir.

Eglik matrisi, drnegin cebirsel . denklemlerde k&k bulunmas: igin
matris’ hesabl metodlarmin niimerik uygulanmasinda kullanilabilir.

. L LTI

13.6. Rayleigh - Oram. Bir Matrisin Detje*}' Amh_c}w.

Rayleigh orani hem teorik ve hem de pratik bakimdan egit dneme
sahip bir kavramdr. x £ 0 - kompleks de olabilen keyfi bir n girall vek-
tori, x*,x in eglenik transpoze vektdrii ve A reel veya kompleks aj,
elemanli n-sirali bir matris ise x vektoril icin A matrisi ile bulunan
Rayleigh oram goyle ifade edilir.

x*Ax

Rix]= x¥x

(29) -
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Bunun faydasi, vektdriin norm karesi olarak reel ve pozitifdir; buna
kargiik pay genellikle kompleks bir sayr ve dolaywst ile Rayleigh ora-
ninda R [x] = p = ¢ + it da kompleks olur.

x; matrisi bir ézvektér ve i, buna -ait ozdeger ise Ax = L X; Ozde-
ger denkleminin x;* ile carpimindan

X5 AX; = )\q’ XX

ve buradan x;* x; -~ 0 nedeni ile, dzdeger igin

M = B[%]. ' (30)

bulunur.

Teorem 9: A malrisinin, x; Ozvektorli ile bulunan Rayleigh orami, ilgili
3y Ozdegerini verir. :

Doniigmiis matris igin, Z" elemanlarina sahip Ax; = %, denklemi yazm-

. lir ise, bu ozdeger x, W b11e§en1er1ne sahip x; OzvektOrii halinde bilegen-

lerin oram

G I
b= g; = ] o

- olarak elde edilir; burada x® 20 (biitlin j igin) dir. $imdi x, dzvek-

tor yeri bunun yaklagimi ise, g, oranlari farkli ); nin yaklagimlari olur.
x ile bulunan R [x] Rayleigh oram g; lerin belirli bir ortalamasim gés-

. terir ve ), nin yaklagimi sayilir. Ilerde yine ele alinacak belirli gartlar

altinda bu durumun — 6zvektdr igin kaba ilk yaklagim x halinde bile —
dikkate deger iyi bir yaklagin oldugu gorulecekur Rayleigh orammn
bityiik pratik anlami buna dayanr. ‘

Rayleigh - orami ve bunun 6zdeger ile olan bagmtis1 yardim ile
matrislerin zel halleri icin Gnemli ifadeler elde edilir, A hermitsel &zel-
likle reel-simetrik A = A* ise, x* A x payr bir hermitsel sekil ahr; bu-
nun kompleks x vektorii halinde bile daima reel oldugu 11.4. de gds-
terilmig idi. Yar1 hermitsel matris A = — A* halinde, pay tamamen sa-
naldir. :

Teorem 10: I-Iermitsel (reel simetrik) bir matrisin 6zde§erlefi reei, yari
hermitsel matrislerinkiler ise tamamen sanaldir. Pozitif definit veya yari
definit hermitsel bir matrisin 6zdegerleri de pozitiftir veya definit degildir.’

1
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Henmtsel matrislerin diger Snemli ozelhklen 15 de ayrntih olarak in-

. celenecektir.

(29) tammmda, ‘ora,n bulunmasinda ortadan kalkan x ‘e ait gar-
pan 6nemli olmadif: igin, X,X*X = 1, geklinde normlagtimlabilir. Bu
durumda Rayleigh oram |

Rix]=x%*Ax x*x =1, (29a)

geklini alir. Simdi x,x*x =1 geklmde normlagtimlmig, n-boyutlu, komp-
leks vektérler bolgesinden alnir ise,

R[x]E p=cg+ it

Say1s1 kompleks diizlemde belirli, A matrisine ait bir bdlgeyi yani “mat-
risin deger araligini” kaplar; bunu [A] seklinde gosterecegiz, Sekil 13.2.
Agagida goriilecegi gibi bu arahk smmrhdir. 1Ik 6nce

IR = |x* Ax| = |2 a5 xel = a1 pral. -

a= M_a;‘x |etel ' (3D

oldugu aciktw. Béylece

Rl = a_)ile! e = aE_(lx.-iEkakE).

bulunur. Simdi Cauéhy - Schwarz egit]igi11dén (24. e bak) ¢ = (1,1...1)
vektdrii ve X7 = ([xal, [x), . . ., [xa]) §iddet vektdrit yardum ile
(€% = Sl = Jel x| = Vn Ixl.

ve [x| = 1 nedeni ile ’
% = Vn.
bulunur. Béylece |R| igin

| [IBI=na]. | (32)
pulmur. Bir matrisin defer aralifi na yaricaph bir dairenin icindedir.

Burada matris elemanlarinin maxsimum degeridir. Dairenin gevresin-
deki noktalar deger aralifima ait olabilir.

‘R [x], matrisin szvektorleri icin ilgili 6zdegerleri aldlgmdan, R [x,]
=2, bunlar say1 diizleminin noktalar1 olarak [A] deger arahfmn
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icersinde veya kenarmds bulunabilirler. Sekil 13.2. Béylece. (32) yar-
dm ile bunlar igin :

‘[|x|§na]. (33)
bulunur. Bu durumda, oldukga kaba bile olsa, kompleks say1 diizlemin-

de bir matrisin ézdegerleri konumuna ait basit, kullamlabilir bir ifade el-
de edilmig olur. -

Hermitsel matris halinde deger araligr reel eksenin bir parcasidir,

Sekil 13.3. Bu ilerde
Ty ' In

. A

e I T R

K

N

Sekil 13.3 Bir hermitsel A matrisinin [A] deger aralg:,

P
: Ise;};ﬂ 11_2 Bir tla:IoEp- gosterilecefi gibi, maximum minimum &zdeger ile
matrisinin g nyrlanir, Rayleigh oram ilgili vzektorler icin ext-

} [A] defer arabgr o0 sellik gosterir. Yar: hermitsel matris A halin-
j by ' de ); A hermitsel, i R [x] reel yani R {x] tam sanal-

il N dir. Buna goére deger arahg: sanal eksene yayimr ve
; yine extrem iki $zdefer ile simrlanir.

Genel reel matris A=A icin kompleks ) &zde-
e Eerleri ikiger ikiser eslenik olur; yani deger aral-
ginda reel eksene gére simetriktir Sekil 13.4. Zira

8 = R [x] = x*Ax

ZT;H' lﬂm ’ _— oy — ~
_ : 2=RB[x]xAx=x"A%T=¢,
Sekil 134 Bir reel A

Bl 184 [A] deger dir. S_Z’_a'ni aralgin her @ says1 icin, bunun eglenigi

Aralif, olan @ saywst daima vardir.

13.7. Matris Kuvvetleri. Matris Carpymlar.

Tam say1 m halinde A™ matris kuvvetinin tzdegerleri ve dzvektor-
leri ile A matrisinin karakteristik 3, sayilan ve x; 6avektorleri arasmda
basit bir bagmt1 vardir; yani , '
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Teorem 11 : A matrisinin '11 6ide§er1i, matris kuyveti Am igin, pozitif ve-
ya (tekil-olmayan A matrisi halinde) negatif tam say1 m igin _

% = AT . (349)

ozdegerleri vardir. A matrisinin 6zvektdrleri, ayni zamanda A™ in de
dzvektorleridir. :
A™ sayilarmin, sabit x; bzvektorleri halinde, A™ nin Gzdegerleri ol-
duklarn kolayca gosterilebilir.
. AX; = l,‘ X;
nin A ile carpilmasindan
A’x; =M A X = Mx
Al X; = 7\.,— A2X;‘_= )\:? X;

gikar. Ayni gekilde A ile carpilarak ve }; ise béliinerek

1
g =t .
A X = X

-2 _ 1
A X; =

..................

bulunur. A™ matrisinde tam A® adet &zdegerin bulunmasi ve bagkasinin
olmamasi, genel olarak 20.1. de verilen daha genig kapsamh bir ispati
gerektirir. A nin 6zvektdrleri A™ nin de Szvektérleridir. Buna kargihik
Am™ nin her &zvektorii daima A nin dzvektérii olmak zorunda degildir.
Ornegin X = 0, Ammn cok kath bir karakteristik sayist ise ‘ilerde’ gérii-
lecegi gibi (bak : 19.3.) A= kuvvetinin rank diigmesi A va oranla daha
biiyiik olabilir ve boylece Am de, A ya oranla, A = 0 icin daha fazla sa-
yida lineer bagmmsiz OzvektSr vardw, Bu tip difer bir Srnek, A= =1I
halinde, 2r/m acisi kadar diizlemsel dénme matrigidir.

Ornek: A= ( ? é) nin ézdegerleri A =1, %2 =6 dir. Invers

matris ATl Si ( _2 ""g) nin ozdegerlerix;=1,x2 = % dir.

Ayni durum matris kuvvetleri igin s6ylenebilir :




184
Teorem 12 : A matrisinin Szdegerleri 1, ise, matris polinomn
B=PA)=al+aA+  -+0a, A" (35)

in Gzdegerleri

Hu=PA)=ao+ arh:+ - Fan A7 . :(36)

dir. A matriginin x; 6zvektorleri, B = P (A) matrisinin de dzvektoriidiir.
A, B kare matriglerinin AB ve BA matris ¢arpmmlarinin dzdegerleri ve
dzvektdrleri icin de basit bagntilar vardir. A, AB carpim matrisinin bir
ozdegen ve x ilgili bir dzvektsr olsun :

ABx=2Ax | | (37a)

B ile soldan garpimdan
B A (Bx) = A (Bx).

bulunur, Simdi Bx = y 3= 0 ise,

BAy=2\y (37b)

-----

cikar, Yani Bx = y vektorii, egit A ©zdeZeri halinde, BA nin &zvekts-
riidiir. Denklem (37 b) nin A ile soldan ¢arpimi halinde ise

ABAy) = k(Ay)
cikar, yani Ay s 0 halinde, Ay 2x, ABnin Ozvektoriidiir. Eger x = 0

vektéril igin Bx =0 ise, B ve dolaysi ile AB ve BA tekildir ve iki gar-
pimin bir A = 0 dzdegeri vardir ve ABx = A. 0 = 0 nedeni ile x,AB ye

ait 8zvektdrdiir. Ayni durum, Ay = 0 halinde, y tzvektorii icin de ge-

cerlidir.

. Teorem 13: A, B kare matrislerinin AB ve BA carpim matrisleri X % 0

icin
Ay=x | sayet Ay = o ise (38a)
Bx=y gayet Bx = 0 ise - {38b)
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seklinde birbirine bagl, genellikle farkli x ve y Ozvektorleri halinde ayni
A 6zde§erlerine sahiptir.

~ Burada lineer bagimsiz x ve y vektérlerinin aym sayida olmasi ge-
rekmesz, zira cok katli A halinde, AB — AI ve BA — )I karakteristik mait-
rislerinin ranki farkli olabilir. — A, B tek matrislerinin 2, ve Az Ozde-
gerleri ile AB carpim matrisinin )., degeri arasinda, genel halde, basit
bir baginti yoktur. ‘

A ve B kare degil ise ve iki yonde zinciflenebi]iyor ise, teorem 13.

agagidaki gekle donitigtiiriiliir :

Teorem 14 : A bir mn-matrisi, B bir nm-matrisi ve m < n ise, rn-matrisi
BA, nm-matrisi AB ile ayni A, 6zdegerlerine ve ayrica (n-m) -kath 3 = 0

dzdegerine sahiptir. = 0 a ait y, dzvektrleri, arasinda denklem (38 a,b)

uyarinca, sol taraflar sifir olmadik¢a, bagmt: vardir,

Ornek :
' ' 10
1 2 — - ‘
A= B= ,
(2 0 1)' ( 3 2)
—2 —1 .
9 5 o
AB=(0 _1).2--—u81—.9=(2—9}(ﬁ.+1)=0
. L )
1
11=9::,r.'1=(ﬁ), !Isz‘rl“—'( 3)
‘ | T _
. ; 1 1
Ay=—1: 1, = (__)): .’Iz(=f3¢‘z=(—1)
- 0.
Ay,=0 dan yn..-=( 3) bulunur.
4.
o 1 2 —i B8l gl =Al—9 A+ 1) =0
BA ( 7 6 *1), l2.0=O,ﬁ1=9,22-.'—'——1.
—4 4 1 .

Ozvektorler : ¥o,¥1,¥:-
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13.8. Genel Ozdejer Problemi.

Ozellikle titregim tekniFindeki uygulamalarda (bak : 12.3.) uyarm-
ca diferansiyel denklemlerin linecer Ozdegerlerinin yaklagik gekilde in-
celenmesinde gimdiye kadar kullamlan “Gzel dzdeger problemi” yanmnda
bir genellestirme ortaya cikar ki buna “genel Gzdeger problemi” adi
verilir, yani

Ax=ABx | veya (A—)\.B)k=o (39)

burada n-swrall A ,B kare matrisleri ve, B = I ozel hali olarak (1)
denklemindeki problem vardir. Ayrica A ,B matris ciftinin &zdeger
problemi bahis konusudur. Triviyal olmayan x ¢oziimlerinin varligi ko-
sulu olarak burada genellegtirilmis karakteristik denklem

det(A_VB) = 0 (40)

ayrintih olarak

............... =0 (40"

vardwr. Bu ise, . = 0 veya A = e halinde denklem (40) dan anlagilaca-
#1 gibi, mutlak terimi det A = A've \~in katsayis: detB =B olan, 2

cinsinden bir cebirsel denklemdir. Eger B “tekil-olmayan” matris yani .

B=0 ise bu, x cinsinden n-inci dereceden bir denklemdir. Bu halde ge-
nel problem, B-! soldan carpim ile tzel probleme irca edilebilir.

B1Ax = Ox = Ax. ' (41)

Bu durum € = B™!'A matrisinin adi dzdeger problemi ve karakteristik

denklem. (40) 1n veya C matrisinin buna esdeger adi karakteristik denk-’

lemi det (C—2AI) = 0 m tam n adet A kdkil vardir.

Buna kargihik B tekil ise karakteristik denklemde en biiylik kuv-
veti a® ve daha kiiciik kuvvetleri yoktur. Denklem artik n-inci dereceden
degildir ve n-adet Ozdeger yoktur. Hatta determinant sabit A terimi-
ne indirgenebilir ve hi¢c kokil olmayabilir. Boylece tekil B matrisi .
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A=(1_4), B= (1 3)
4—2 2 6
matris probleminin hig ¢éziimii yoktur, zira karakteristik determinant

det (A — L B) = ‘1“ A= "‘*37“‘

4 — 2\ — 2—6)

icin, sifirdan farklh bir sabit bulunur. Ayrica A da tekil ise, determinant
sifira Szdeg olabilir ki b&ylece her keyfi — reel veya kompleks — sayl-
s1, A, B ciftinin 6zdeferi sayilabilir. Teorik incelenmesi bagka bilgileri
gerektiren bu son “tekil hal” burada tamamen ihmal edilecektir.

B tekil, A tekil olmayan ise, p = 1/} yardinm ile‘

(LA —B)x=0 _ (42)
a gegilebilir. Burada karskteristik denklem, yine y cinsinden n-inci de-
recedendir, fakat (p-kath) p = O kokiine sahiptir. Bu durumda (40)
denklemi y cinsinden, (n-p) ninci derecedendir (yani p-kath X = o de-
geri ortaya gikar). Yukardaki 6rnek igin  cinsinden, py = yo = 0 iki kat-
h kokiine sahip gu karakteristik denklem vardir :

det(nA —B)=14p2=0

Denklem (42) ye gecig imkam nedeni ile, denklem (39) da parametresi-
nin yanindaki B matrisi lineer olmayan ongdriilebilir.

13.9. Kompleks Matrislerde Ozdeger Hesab1.

Bir “kompleks matrisin” in dzdeferleri ve Szvektdrlerinin hesab,
kompleks denklem sistemlerinde oldugu gibi (bakmz: 4.3.), tam yoldan
yapilabilir.

A=B+iC

) (43)
x=1u-+1iv
ile
[Ax=2x| : (44)
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den, reel ve sanal kisimlara ayrlmak sureti ile,

Bu—-Cv=A\iu ,}
Cu+Bv=Aiv,] - --(45)
denklem sistemleri bulunur ve binlar
1 .
[Fp R
“\C B/\v v
matris denklemi ile &zetlenebilir. Reel madtrisler
B-C u ' ‘
K = , &= ) '
( . B) ( : (46)

yardimu ile n-sirali kompleks §zdeger problemi (39) yerine, 2n-sirali reel
Ersatz problemi” '

, le‘-:xz , | (47
geger; burada hemen anlagilacak nedenler ile A parametresi yei‘ine % ko-
nulmugtur. K Ersatz matrisinin karakteristik polinomu g {(x), 2n dere-
ceden polinom olarak, 2n adet kéke sahiptir; bunlar, kompleks olmalar:
halinde, ikiger ikiger egleniktir ve, goriilecegi gibi, reel halde de ikiger
ikiger yani iki kath kok olarak ortaya gikarlar. Bu neden ile bunlar

A=y +1'.T]
)Ej2=05,- - i‘YJ,

i=L12,...,n. . (48)

gekﬁnde yazilabilir, Bu kdkler basit gekilde, kompleks matris A nin ora-
ni1 i; dzdegerlerine baghdiwr, yani -
/

ki;“;"“iﬂ;;

B; = -+ T; veya—7;olarak|’ = (49)

zirg, verilen problem (44) disinda, eglenik problem

‘AX=AX" (442)
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de, reel —ve sanal kisima ayrilmak yolu ile, ayni reel ersatz problem

(47) yi verir, burada » — 3 dir. Ersatz probleminin x, kékleri, problem

' (44) fin »; dzdegerleri yamnda,. eslenik ), ‘degerlerini de verirler.

 Ersatz matris K nm 2n ‘adet fzdegeri bulunduktan sonra A nm i
dzdegerleri, 8; sanal kisimlarinin igareti diginda, bellidir. Bu jgaret, aga-
gdaki determinant kogulundan bulunur :

B—-al _“0+BI)=0 . 50)

A(a,B) = det ,
@8 e(omsl B—al

Bu (43) ve (49) denklemleri, (44) de yerine konularak ve ayirma
islemi yapilarak elde edilir ki bundan gu iki denklem g¢ikar :

Cu+Bv=Bu+mv : :

@,y hin verilmesi halinde, miimkiin § = £ v degerlerinden hangisi igin
determinantm sifir oldugu bagka bir degisle hangi deger icin, denklem
(b0) deki matrisin tekil oldugu incelenir. Tekil halde bunun rank diig-
mesi en agagl 2 dir, zira (51) sistemine karsilik gelen 6zvektdr x = u + iv,
kompleks sabit diginda serbesttir ve boylece z nin en agagl “iki” sabiti
serbest secilebilir. ‘ '

Burada verilen mefod reel matris A, fakat kompleks 2 dzdegerleri
ve dolayis ile kompleks X, szvektorleri halinde de uygulanabilir. Bu du-
rumda B = A ve C =0 olur.

A “hermitsel”, B' =B, = —C ise K “recl simetrik ve biitiin x|
kokleri reel ve en-agag iki kathdir. Boylece, gok{basit gekilde anlagila-
cag1 gibi, 2, ler de reel olur. ‘ S .

Ornek :
. 2 1—1—2
2+i 14 2i 4—2 0 -
A= +i + l,, g=[ % 6
4 —245i 1 2 2 1

0 5 4-—-2

‘Karakteristik denklemin, érnegin Krylov'a gore ‘(ba.k: 14.2.) bulunur :
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w4+ 10% 4+ 1689 =0
#=—5H 4121
*x=1 2+ 3iQ).

A («,8) determinanti burada

M=2+3i, h=—2+43i,

_degerleri igin sifir olur, buna kargihk x m diger iki degei'i icin sifir de-

gildir. Satirlarm degistirilmesi sureti ile zincirleme algoritma ile Gzvek-
térlerin bulunmasi : '

=2+ 31 Ag= —2 .37,

2 1 6 =7 6’ 5 10 —3

0 1 2 —2 4 1 2 2

4 —4 0 —2 4 0 0 —2
—2 2 ‘0 1 —2 el 4 1
0 2 4 —4 0 2 4 0

o [4] 2 — ' s 1 2 2
—4 o —2 -1 -1 — 0
12 o o 0 12 52 0 0

0 —2 0 0 0 2 0 0
—f2 —3 | 0 0 —3f2 72 0 0

7 —2 —2 1 0 0 EA 0 0 2 0

=(7) el

Bilegenlerden biri tam reel veya sanal secilebilir.

14. Kiogegen Benzeri Matrisler.
14.1. Ozeksenler Sistemi. Késegen Sekle Donilgiim.
n-simirll A matrisinde tam n adet lineer bagmsiz x, Ozvektoriine

yani her p,kath 2 ;6zdegeri icin karakteristik matris A —) I mn tam
rank diigmesi

g=1,2,...,8 | (1)

' do=Pg
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ye sahip olmas: halinde zdeger probleminin hem teorik ve hemde pratik
incelenmesi énémii leiide sadelegir, burada yine “farkhi™ ), dzdegerleri-
nin sayisidir. Bu tip matrisler, uygulamalar igin de Bzellikle Onemli bir
smif olugtururlar ki buna, kolayca anlagillacak nedenler ile, “kdgegen
benzeri matrisler” smifi adi verilecektir. -

n adet lineer bagimsiz dzvektdr tiim R, uzaym kaplarlar. Her tek
kath Szvektdr icin belirli bir “dzdogrultu”, her cok kath dzvektor icin
ise, her vektdriin dzvektdr oldugu ve p adet lineer bagimsiz vekioriin
keyfi secilebilecegi bir p, -boyutlu dzuzay vardir, Yani matris igin adr
gecen smufa ait olmak iizere, X, Xz ... ¥, gibi n adet lineer bagimsiz 6z~
vektérden olugan ve sistem geklinde tekil olmayan “szvektér matrisi”

(“modal matris’) _ o ; ot

X == (xIJ x2; [N} xn) ' ‘ (2)

ile Bzetlenebilen bir sistem vardwr. Ayrica vektorler
xx;=1 (=12..,,n), 3)
geklinde normlagtinlmig sayilabilir ve bdylece bazm bagntilar sadelesir.
Bu n dzvektdrden olugan sistem, A matrisine has genellikle dar agih bir
eksen sistemi yani “Ozeksenler sistemi” olarak kabul edilebilir ve, bu
sistem miikemmel bir koordinat sistemi geklinde esas almmasi halinde,

biitiin bagmtilarin Szellikle basit gekilde ortaya gikmasi beklenebilir, Ba
durum gergekten vardir.

Ax;=MxX: , 4
dzdeger denklemlerinden
AX=(AXxgAXs...,AX,) = iXi,0 ey haXp)
elde edilir. Burada son parantez modal matris X ile, zdegerlerin
{ M 0 ‘ :
A= Y. ] (5)
\0 An ‘

kidgegen matrisinin matris garpnfu kabul edilebilir, biylece
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AX=XA (6)

_bagmtis1 bulunur; bu ise (4) Szdeger denklemlerinin ozeti sayilacaktir.

Tekil olmayan X nedeni ile, X-! ile soldan garpim yapilarak,

X-1AX=A o .

yani Gzeksenler sistemine bir benzerlik doniigimil elde edilir.

Teorem 1 : n adet lineer bagimsiz x, dzvektoriine sahip her matris, x; vek-
torlerinden olusan Ozeksenler sistemine gecis esnasmda,, Gzdeferlerinin
A =Diag (3,) kosegen matrisine ddniisiir.

Buna kargihk A, bhenzerlik dﬁnﬁsﬁmﬁ ile,
T~! AT = D = Diag{d;),

kdgegen sekline sokulur ise, AT = TD veya Af, = dt; i=1,2...n) bu-
lunur. Bbylece T doniigiim matrisinin & siitunlart 3 = d, ozdegerlerine
sahip matrisin n adet lineer bagimsiz dzvektorii olurlar. Yalniz n adet
bagimsiz ozvektorlii matrisler, benzerlik doniigimil ile, kdgegen sekline
sokulabilen matrislérdir. Dolayis: ile bu matrisler simfima “kdgegen ben-
zeri matrisler” denir. ‘

A matrisi ile bulunan lineer déniisiim
Ax=y | ®)
_ ‘x =X ;, y=X Er
de .uzaym basit

‘Ax=}| - ©)

T

geklini alir yani bilegenler cinsinden

=M 7?1]
m=hm_

9)

------
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Bunlar higolmazsa reel X ozdegerleri halinde, Szdog'mltularda A uza-

ma Olgekli “uzgmalar” sayilabilir. :

- 14.2. Agmum Teoremi. Krylov Metodu.

Agag'lda. bagitlik igin réel kabul edileéek olan nfsmah, kégegen ben-
' geri A matrisinin n adet (reel veya kompleks) bagimsiz x, dzvektorin-

den olugan sistem, gdrmilg oldugumuz gibi, matrise has ve miikemmel

. ve, bircok incelemeler igin faydalh bir koordinat sistemidir. z, keyfi reel

bir vektor olsun ve dzvektdrler sisteminde gisterilen veya, tzvektorlere

-gbre aginsin !

Z=61X1+02X2+"'+0uxn|. , - (10).

~ Bu “e, agimm katsaylarn” yani vektdriin, 6zvektdrler sistemine go-
re olan koordinatlari (bunlar ayrica, reel x, vektorleri halinde reeldir),
homogen olmayan denklem sistemi sayilacak (10) bagmtismin gSziim-
leridir, bunlar kisaca

Xe=1z {10a)

geklinde yazilabilir;. buraﬁa. ¢ = (¢, C, ... C)", tekil olmayan X mafri-

minin vektbrii ve ikinei taraftir. Acik olarak ¢ ler A matrisinin, x ler

ile biortonormlﬁgtlrﬂrmg kabul édilebilecek y, sol vektdrleri yardim ile
elde edilirler : . '

y'f Xr= aik-

Denklem (20) ile y, nin soldan carpmm

|1 €= y’i Z | (11)
verir ki bu, X-! = Y olmak iizere, C= X'z geklinde (10a) denkleminin
géziimiinden bagka bir gey degildir.

Teorem 2 : Acium teoremi. Keyfi reel 2 vektdril, reel kisegen benzeri A
matrisinin x, Szvektorlerine, denklem (11) deki~ agrum  katsayilar: ile,

F. 13
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denklcm (10) ‘seklinde agmabilir. Bu teorem yardinu ile, ¢ok saylda, teorik
ve pratik esit anlamh uygulamalar yapilabilir.

Z -keyfi bir reel baglangm vektorii olsun ve bundan A matrisi ile,
“itere edilmis vektdrler” elde edilir : ) ' ‘

F

= A.ZD - P
=Azn = A’z _
Za= Az = A%z |- ' (12)

------------

Zn=AZ, 1= Atz

Bu (n+1) adet z, dan z e kadar vektorler bilindjgi gibi lineer bagimh-
dir, zira R, uzaymnda n den fazla sayida vektor daimi bagimhdir (bak:
7.2, teorem 3). Oze].hkle her halde a,sagldah gekﬂde b1r hagmtl va,rdlr

Teorem 3: | o -
NM:dﬂ&l—Aﬁﬂm+mk+”.+%4pﬂ+Rn (13)

A matrisinin karakteristik polinomu ise, keyfi baslangig vektdrii % ile -itere
edllml$ z, den z, e kadar vektorler arasmda :

'gn[ia]'é p(A)Zo=GoZo+ 1Z1+ ¢ F Wn1Zn 1+ 2 =0 ' , (14)

seklinde lineer bir bafmnti vardir ve karakteristik polinomun a, katsayilar

burada carpandir. '

Kogegen benzeri A matrisi hali igin, Ax; = \x, 6zdeger denklernleri
ile birlikte, acinim teoreminden gunlar bulunur :

i zo = C1 Xy —r- Co dla 'i— I T k g
e i
By = A6y /2 Cadly ==+ 7+ Au €y T L
T
zz:] T1+/ Cna'u"'l_ *}'}ncuafnl a3

'——1 Cr g A comg -t ot —}—chnan 1
f)[*"n] = p(A) ¢ @y 4 P(Ag) Ca®y + 200 -+ P( u) En Ly = O

i
g
3
{
!
i
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Bunun ile p[z] lineer ifadesi yazilir ise, p(x;) = 0 nedeni ile,. sag ta-
rafta sifir gikar ve bdylece teorem 3, agmmm teoreminin kullamlabilece-
g£1, kogegen benzeri matris A hali igin ispat edilmig olur. Bu teoremin
ayrica genel olarak, keyfl A matrisi icin gegerh oldugu, 14.3. de gis-
terilecektir. ‘

tere edih_nis Vektﬁrlere ait (14) bagintis: belirli kogullar altinda

ilkénce Krylov!, daha sonra — bagimsiz olarak — Frazer-Donem-Coller 2

tarafindan verilen bir metod uyarmea, karakteristik polinomun kirima-
sinda yani bunun a; katsaylarmin hesabinda kullanilabilir, bunun igin
{14), n adet a; bilinmeyeninden olugan lineer denklem sistemi sayilwr. 11k
n vektoriinden olugan

Z = (ZOa Z1y . e )zn.-.l) l n : - (15)

matris tekil olmayan matris ise yani vektirler lineer bagimsiz ise sis-
tem tek anlamli olarak ¢oziilebilir. Bunun hangi kogullar altinda bahis
konusu oldugunu mceleyehm Hepsi sifir olmayan i katsa.yllan halin-
de bagimhhk . ‘

. g{zu]:-‘?ozﬂ'l_‘rlzl'}'"';{—-Tn_‘lzn‘_.l=6
§eklinde olurdu.'Ilgili' polinom - | S
| gl =Y+ M1 h+ -+ Yn_»;?u”"“
ile,. yukarda oidué‘u gihi, ré,gl-mm feorenﬁ | hakkinda
glzl =g () cxx; + g0z t... + g Q) €aXn =0,
elde edilir ve buradan, n adet 4x, 6zvekt6riiﬁﬁn bagmsizhigl nedeni ile,
ag&}—o i=1,2,...,.n icin - - ae)

glkar Sundl ijki kabul daha yapahm

1. Her ¢, #0 yani %, tilm n ozvektortiniin bilegenine sahip olsun,
baglanglg vektorit z,, tum ozvektorlere kat:hmg olsun.

2, Ma.tnsm n adet % Ozdegerinin tiimii farkli olsun. Birinei "kabul

halinde (16) dan once

gh) =0, i=1,2,...,n i¢in
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gikar. (n—1) dnci polinom olarak g (1) da yalmz (n-—1) sifir nokta-

"1 oldugundan ikinei kabiil uyarmea g (1) stira bzdeg ve tilm v; sabit-

leri: safir olur yani z,’dan, z, — 1 ‘e kadar n adet vektdr lineer bagim-
s1zdar. : .

Teorem 4: A matrisinin zdegerlerinin timii farkli ise ve 2% baslangic
vektorii matris n adet SzvektSrierinin tiimiine katimis, yani ¢, 0 (i = 1,
2 ...n) ise, denklem (15) deki z matrisi tekil olmayan matrisdir ve

Za+z,=0 . an

denklem. sistemi a = (g, ... 8,4)" Mo coziilebilir ve p (1) karakteristik
- polinomunun a, sayilarmi verir. : . '

Boylece — onee iki kabiile gore yeterli genellikte baglangic vektd-

il 7, ve hepsi farkh &zdegerler halinde — matrisin p{}) karakteristik

polinomunun bulunmasi icin ok basit bir metod bulunmugtur, Daha bii-
yiik sira sayisin halinde p(}) nm, karakteristik determinant detQI—A)
dan hesab1 oldukea giictiir. Matrisin tim szvektorlerine sahip keyfi bag-
langic vektorii z, yardim ile, z den z,’e kadar, itere edilmig vektorleri
pulunur. Bunlarn bilegenleri, a, ¢6ziimleri karakteristik polinomun kat-
gayilarn olan, homogen olmayan bir denklem sisteminin katsayilarndir
(Krylov metodu).

' Simdi, teorem (4) deki hipotezlerin saglanmasi halinde ne olacagim
aragtiralim. 1k énce ikinci teoremin farkl Szdegerler kabuliinii atalm
fakat A matrisini kogegen benzeri matris sayalim,

x p:=n, QOk kath ?1: PoyeessPs
s adet dzdeger (s = 1) Apha,... ;A
olsun, A matrisi kgegen benzeri matrig olan yani, d, = p boyutlu s a.de£

bagimsiz x; $zuzayma sahip olsun. Ozuzaylardan herbirinde uygun se-
cilmig &8 adet ozvektor halinde, keyfi z, vektorii yine

a=0x1+cxat ..+ CsXe

geklinde gosterilebilir. Boylece, Ax, = AX; gozoniine alinmak iizere, % ve
itere edilmis z, den z, e kadar vektorler igin yukardaki gibi bir gema
bulunur, sayfa 194, ancak n yerine her yerde s konulacaktir. Matrisin
'g adet ozdegerini tek sifir noktas: kabul eden s.inci dereceden
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m)=0—M0A—M)...(\ =) . (8

polinomu hesaba katalim ve

s 7

mOAY=by+ it F b MTIEN (19)

olsun. Kogegen benzeri matris A halinde bu, maitrisin “minimal pofino-
mu” olup, 14.3. de aciklanabilir. Boylece dnceden oldugu gibi, '

mlzo] = m(A) 2o = bozs + ...+ be_tZe_s + 2,

yazilir ve m(),) = 0 nedeni ile yine

mzgl =cimO)xi+eamP)xe+ ...+ c,m(}\.,)xs':o,

~'yine

( m[z] =0, ) (20)
edili; bu, m()) minimal polinomunun b; katsaylarma sahip (s 4 1)
adet 7, dan z,’e kadar vektorlerin lineer bagimhihigini gosterir.

Eger z yine dzuzay1 katilmig ise yani i = 1,2, ... n® igin ¢; £ 0 ise,
ytulka.rda oldufu ilk s adet % dan z,_; e kadar vektdriin lineer bagimsiz-
L1 bulunur, buna kargihk z,, bunlara baghdir. Boylece, safir diizgiin
ns-matrisi

Z¥ = (Zg, Z1y + + + 5 Zs1) - (15,a)

olan

Z*b + 7, = o (7a)

gistemni, b = (by, ... b..y) katsaylarina gire c¢oziilebilir. Krylov - meto-
dunun uygulanmasinda, s < n halinde, (n + 1) den daha az sayida itere
edilmig vektor lineer bagimli olur. Bundan sonrakiler géz éniine alnma-
mak fizere metod, yeterli genellikte secilmig z, halinde, minimal polinomun
katsayilarmi verir, Ilgili denklem m(3) = 0 dan matris tiim Szdegerleri,
gok kathliklar diginda, bulunur. ' -

L Ancak z, tiim Bzuzaylar yérine yalmz q < s ur;ayda var ise, genel-
11g1v bozmadan bunlarm, ¢=0, (i=1,2,...q) halinde ilk g adet ol-
dugu kabul edilebilir, '
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" zo=\ axs+ CaXo+ ... Co Xy
Eger m()) yerine ¢.nuncu dereceden
g0 = O =M= ). =Dy (182)
polinomu kulla.mllr ise, hoylece | '

glz,] =0 ’ (20a)

yani (g 4 1) adet ik 2 dan z 'e kadar olan vektorlerin lineer bagm- '

sizhg1 bulunur — durum yukardaki gibi olur.

Teorem 5: A ;s adet farklt Xy, ...shs (s<n) Ozdegerlerine sahip, kGsegen
benzeri matris ve z, keyfi bir baslangig vektorii- olsun. zy = AzZ,_, yar-
© dmu ile 2 , % itere edilmis vektorleri bulunur.

7,, her s dzlizayinda var ise z, dan z,_, e kadar vektorler lineer ba-

gimsiz, Z, ise bunlara baghdir. Krylov - Metodu, denklem (18) , (19). da-"

ki m()) minimal polinomunun katsaylarini verir. §=n halinde

m() = p() yani karakteristik polinomdur.

. Ancak 2, Szdegerleri A(, ka2, Lk og<s dzuzaymda var ise, Z,
7., degigkenleri lineer bagimsiz, % ise bunlara ‘bagh olur. Krylov - Me-

. todu ilgili kism1 polinom q(2) m katsaylarini verir, _denklem (18 a).

A artik kogegen benzeri matris degil ise, minimal polinom m{})

nm, ileride goriilecegi gibi, ¢ok katlt sifir noktalarn vardir. Herhalde,

yeterli genel baglangic vektoril igin, bu metod en fazla minimal polino-
mu, yani m(}) = 0 1n coziilmesi ile, ¢ok katlihk diginda, matrisin tiim
ozdegerlerini verir. — Metodun uygulanmasinda Z, den evvel lineer ba-
gimlilik ortaya gikar ise, ya 1z, yeterli genel, degildir ki, bu bagka bir
baglangic vektorii secilerek giderilir; veya —her % da. goriilmesi halin-

de — dzdegerierden en agagl bir tanesi, minimal- polinomun gosterdi-

ginden daha fazla gok kathdwr, ve bu p(}) ya oranla diigiik derecelidir.

Simdi », dzdegerleri, karakteristik denklem p(}) =0 veya minimum
denklem m(}) = 0 ¢dzilerek bulunmug olsun. Geriye ilgili x; ozvektdr-
lerinin bulunmas: kalr. Bu iglem, )

. (A—?».-I)x,-=o, i=1,2,...,%
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Elomo.gen denklem sistemlerinin, karigik olan ¢oziimii ile yaplabilir. Asa-
gnq‘ak1 yol énemli &lgiide rahatdir. Itere edilmig z; vektdrlerinde tiim &z-
deierler vardir ve burada, bir yok etme iglemi ile A, 6zdegerine ait x
vektoriiniin ayrimas hi ile “indi ; :
M yr 1 bahis konusudur. Bu maksat ile “indirgenmis po-

PN=pR) 0 —2) =0 = M) e = M) A — M) o O — )

[veya cok kj1t11 kokler halinde m(Q) : (A —2)] yaziir ki bu, en basit'
olarak, ), koklerinin bulunmasmda X = ; ile uygulanan Korner gema-
smdan ¢ikan ¢! katsayilar1 halinde,

M =i+ il 4 oo ATE4 N - - (21)

geklindedir. p;(3) poli_nomumi_n ek katsaylian verilmis sayilacaktir. Bun-
lardan - ‘ ' .

pf [z] = Cl; Zy + G; 41 + . = cl,:__z Z,_3 +zn--l (22)

vektdr kombinasyonu bulunur ve bu, aranan zvektére egittir :

-

a ?i(_z]=x-"_ E T (23)

Zira acmumnda x, vektorlerinde p;(hy o ' ' .
i p: (%) ‘carpanlar vardir
igin, sifir oldugundan x 7 ve bunlar, i #k

p: [2].= p: (Ms) CiX; = sabit. x;

vani X, ye egit olur, bunun sebebi sabit carpanin énemli olmasidir. — ok
kath E&:Ok A halinde béylece yalmz ikinei “bir” dzvektor elde edilir. Iglem
ienl 20 ‘yapilarak ve ortaya cikan z, vektdrlerinden denklem (22) deki

ombmasyqn_ yazilarak, bagks lineer bagimsiz Ozvektorler elde edilir
— Metodu iki basit 6rnek’ ile agiklayalim. .
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1. Ornek :

.,
-

1]
r""-l—'-"’-s
-
i |
4 -~
B L) e
—

=]
N

o
[

®3

1 =6 6 1 20 101
2 =31 1 2 11 43
-2 1 3. 0 —2 —3 11
1 —4 2 0 A 12. 47
12 11 - 43
o —2 —3 1
0 1/2] 212 105/2
—14 13 —5 ¥
karakteristik denklem
B3R 4132 —14=0
. _,
1 -5 13 —14
A=2 — 2 —6 14
1 =3 7 ] 0
Pld) =12 — 3447
5 3,0t =,
/-:.3---2—:1: '?—1(191r
2. Ornek :
et B
A= 2 2 —6
s S 1 B
zﬂ z}, 2’, za-l ;d 'Ej
o 2 -8 1 o 12 48 1 3
-t 2 =3 1 — 8 20 0 2
2 2 —6. ¥ 2 8 56 1 5
—_ —2 1 o —1 4 —28 0 —=
4 1 g 20
0] 2 $ 56
1/2 | 0o o
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Burada metod zamansiz kesildig'in&en iki kath kék beklenebilir.
Minimum denklem -

MBegdl—12=0

=06 Ay=—2
Hh=4+2
Polf) == A~ 6

1 ' —7\ 1
w,=z1+2zo=( )a -’l'g=zz——6zo=( ). ma-—-—.%,-—séo,:(_z)
—1 — —

degigtirilmisg ;o, :;1 vektﬁrlerinden olugan pz[;], x, vektoriinden bagimsiz
yam x; vektoriinit, pj{z] ise eski x; vektoriinit verir. Boylece iki katl kdk
i =—2 dir

14.3. C'ayley—Hamdton Denklemi ve Minimum Denklem. :
Denklem (14) de itere edlhmg vektorler igin zk Ak z, konulur
ise,

(@G + oA +...+ 6, 1A+ ANz =0

bulunur. z, keyfi secilebileceginden, parantez ifadesi sifir olur ise bu ge-
cerlidir. Bu, kdgsegen benzeri matris igin ispatlanan, ancak genel gegerli
olan agagidaki teoremin konusudur.

Teorem 6 : Cayley-Hamilton Teoremi. Keyfi bir kare matris A, kendi ka-
rakteristik denklemuu saghiyor ise yani A nin karakteristik polinomu

p)=det(AI— A)=A"+a, 1M1+ ...+ arh + ao, (24)

ise, A Cayley-Hamilton denklemini saglar;

P(A)=A"+ @y 1A 1+ ...+ a1 A+aI=0|. (25)

Matris polinomu p(z;\), sifir matrise egittir,

1 Adi sa.yﬂar bolgesinde bir pa.raleli olmayan bu dikkate deger ger-
" gegin genig sonuglar: vardir. A® kuvveti ve A daha yiiksek tiim kuvvetle-
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ri A° = I, A"! kuvvetlerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir-

ler. Buna gore keyfi bir matris polinomu daima, derecesi <<n-—1 den
bir polinom ile gdsterilebilir. Denklem (25) in A"! ile garpilmasmdan an-
lagilacagi gibi invers matris A ve A tekil olmayan matris olmak iizere,
her negatif. tam say1r kuvvet de bdyle ifade edilebilir. Yani matrisin ke-
sirli rasyonel fonksiyonlar:1 da en fazla (n—1) inci dereceden bir poli-
noma indirgenebilirler. Ilerde 20 de, bu durumun hatta keyfi matris fonk-
siyonlar: igin gegerli olacag: gosterilecektir. —

Simdi teorem 6 nin genel yani bilegen benzeri olmayan matrislere
de uygulanabilecegini gosterelim. Bu maksat ile, det C = p(1) olan ka-
rakterigtik matris, '

C=C)=r1-A ‘ " (26)

igin eglenik matris C,; yazilir, bunun igin ise gu genel baginty vérdir :

C.Cot;=0Ceq;C=detC.I=p(MI . @n

[3.2. denklem (16)]. M-—A nm (n—1) siral alt determinantlar ola- -

rak G, nin elemanlari, kolayca anlagilacag: gibi, (n—1) inci veya da-
ha kiiglik dereceden, ) cinsinden polinomlardir ve béylece C,;, X ya go-
re (n—1) inci-dereceden bir polinom geklinde yazilabilir : '

Cot; =Co+C A +CaA2 4+, .. + O,y Av1
burada C;, X den bagimsiz matrisleri gosterir. Bunlar ve (24), (26) denk-

lemleri, (27) de yerine konulur ve iki tarafin )-kuvvetleri kargilagtirir
ise, '

—AGC, =al !.I
Co —AG =al | A

01 — A 01 ‘ = 0 I . A2
C.» — A Cn_li =a, 11 A*!
cn_I . = X . )

elde edilir. Burada 2. inci denklem A, 3. iincli denklem A? v.s. ile ¢arpi-
lir ve hepsi toplanir ise sol taraftaki tiim terimler sifir matris olurlar.
Fakat sagda p(A) ‘matris polinomu ortaya ciktig icin denklem (25) is-
pat edilmig olur. B ' . oo
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Tkinei bir kisa ispat gudur : (24) ve (25) denklemlerinden -

p (M I — p(A) é()\."l — A+ G T — A+ + a1()\.I—A),

yazilir, burada a, .11 son . terim sifir olmuétur. Simadi parantezle'l:i? hel_:'l?i-
ri \I— A ya bolilnebilir (3> —x») ifadesi daima (A —x) e bbliinebilir,

yani

CpMNI—p(A)=01—A).MQ) = -
yazilabilir, bﬁrédaki M()) matrisi, 1 cinsinden {n—1). inei derecedtan
olup bizi ilgilendirmez. Diger taraftan, denklem (26) ve (27) nedeni ile
p()I, dolayis: ile p(A) da AI— A ya boliinebilir. Fakat p(A) d.a. A pa-
rametresi olmadif1 icin p(A} nm sifir matrise egit olmasi gerekir.

Baglangicta (14) denklemlerinden Cayley-Hamilton denklemi (25)
e gbtiiren diiglinceler gok katlh i, Ozdegerleri halinde denklc?m. (20) ye
uygulanabilir, bunun sonuncunda késegen benzeri matris, s. inei derece-

den

|m (a)= 0| | - (28)

polinom denklemini saglar;burada m(}), denklem (18) ,uye?,ru}ca, ] ade1‘;__
Mo Ozdegerlerinin tiimiine tek kath sifir noktas: olarak sahiptir. 11.1. dé
bﬁnun, matris tarafindan gerceklenen en kiiciik dereceden polino_m denk-
lemi oldugu gosterilecektir, bu neden ile m(}) ya matris “mimma,l- po-
linomu” ve (28) denklemine “minumum denklemi” adi verilmekiedir.

Teorem 7 : Cok katli Szdegerlere sahip kdsegen benzeri matris A, Cayley-
Hamilton denklemi p(A) = 0 disinda, burada tiim A, dzdegerlerini tek kat-
Ii sifir noktas: kabul eden m () minimum polinomu (28) minimum -denk-
lemini de saglar.

Yine 18,1. de genel, kogegen benzeri olmayan matris halinde. mini-
mal polinomuh cok kath 6zdegerlere de sahip olacagl -giisterilr?ct-aktlr. Af"
cak bu her zaman, karakteristik polinom p(A) mn bir bolenidir ve, kii-
¢iik ¢ok kathlik v <p halinde sifir noktalar1 olarak tiim dzdegerlere
sahipdir. Bu durumda, yeterli genel secilmiy 2z igin Krylov-metodunun
minimal polinomu verdigi gtsterilebilir.
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" Ornek :
-1 3 —3
A= 2 2 —6
—1 —2 1

matrisinin minimal polinomu m(\) = 3*— 43 — 12 idi. Buna gore

‘ " 8 0§ —12 4 —8 - 12
‘m{A)=A=—4A—-121=( 8§ 20 —24)-!—(—-8 —8 24

~d —8 16, 4 3 —4

* 13- 0 0 b .o o
- —l o 12 o]=(o o o}
Ao 0 12 0O 0 0

olur. Bundan invers matris goyle bulunur :

‘ 1 g f73002 3
AV e (A— 4 )= . —2 —51.

12( 1) 12( 2 =2 f

—1 —2 —3

14.4. Von Mises lterasyon Metodu.

Ozdeger probleminin niimerik incelenmesine ait direkt metodlarm-ka-
rakteristik denklemin konulmasy, ), kéklerinin bulunmas: ve ilgili szvek-
torlerin hesabi-kargisia iteratif metodlar cikar ki bunlar bir veya bir-
kag Gzdegeri ve ilgili 6zvektorleri dogrudan dogruya yani karakteristik

“denklemin yardimi olmadan, iteratif yoldan verirler. Ozdegerlerden yal-

nz birinei veya birkagimin Snemli olmasi halinde (ana titregimin veya
baz iist titregimlerin frekansi) bu metodlar Szellikle genig kapsamli mat-
risler i¢in direkt metodlardan iistiindiir. En meghur iterasyon metodu

V. Mises'inki * olup ¢ok basittir ve bu neden ile dzellikle otomatik hesap -

tesigleri i¢in uygundur. Metod burads prensip olarak verilecek ve daha
sonra (21) de, diger niimerik metodlara bagh olarik ayrintilan ile agik-
lanacaktir, Keyfl reel baglangic vektdrii z, dan, burada reel kabiil edilen
A matrisi yardim ile yine “itere edilmis vektdrler” bulunur :

z, ="Az,_ =A"z | v=1,2,.... (29)

* MISES, R. V., ve H. GEIRINGER ; Z, angew Math. Mech, Bd. 9 (1929), s. 58 - 77,
152 - 164, ) - '
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Bu vektérler, agiklanacak belirli kogullar altinda x; ‘.‘dﬁm%napt ozvekto-
riine yani, déminant = max. degerli A, dzdegerine ait vektore yakinsalar,

" buna karsilik iki ardigik z, vektorlerinin oran: bu ézdegere yakinsar. Bu

neden ile A matrisi kogegen benzeri matris, z, baglangig vektorii ise, n
adet bagimsiz dzvektdre gore agnabilir kabul edlhr‘: .

Zo=c1X1+cXeF ...t CaXn.
Bu durumda
‘zy=Mex +MeXs+ ..+ A CaXn
olur. Simdi dzdegerler, azala miktara gﬁre‘smwlannus saylr ise ve 1 do-
minant A
| >l = oe = [, (30)

ise, artan iterasyon basamag v halinde

V= A axi=xX1 (31)
Zyi1=> M Zy (32)

veya o
Y D= 2/—1s . (322)

Ardigik, itere edilmig iki z, vektdriiniin kargihkh z bileg-,fanleun'nitn ¢; oran-
lam, ikili azvektdrler bilegeni x, 7 0 olmak iizere, L, Szdegerine y_akm-
sarlar. Buradaki hipotez ¢; % 0 dir, z, baglangig vektdriinde dominant
6zvektdr x, in bilegeni olmakdir.

[ 11|

.ora,m, biiyliditkge yani %, deki ¢cabuk dominant oldukgaL yakmsa.khlf h.1z-
lanir, Dominant Szvektdr ; igin cok iyi bir yaklagik deger A, Z, cinsin-
den Rayleigh-oram geklinde elde edilir : ,

_ z’y Az, _ ?,:v Zvay| (33)
41 =Rlz,] = 'y Ty Ty Zy :

Bu yaklagimm karakteri ilerde bahis konusu olacaktir (15.2.).
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Ornek : .

A

1
1>
B o

|
SIS N
wn k

Toplam kontrollar dahil hesap :

‘4 N

1 ~2 ~3 ~q
5 —2 —4 1. 5 45 445 4445
—2 2 2 0 —2 —322 —222 —2222

—4 . 2 5 | 0 —& —44 —444 —4444

—1 2 3 1 —1 —21 --221 —32221

Burada, 3; = 10 a dogru ¢ok iyi yakinsaklk vardir ve x, = (2,—1,—2)
diir. Bu durum bilylik siddetli birinei bzdegerden anlagilir : Ozdegerler
A =10, 2; = 33 = 1 dir. Rayleigh-cranindan gu yaklagim bulunur :

_  Zszs _ 4444445
A1= E [23] - z'a Z3 - 444445

=0,099989.

14.5. Kogsegen Benzeri Matrislerin Spektral Pargalanmdsz.

Kogegen benzeri matris A igin, iterasyon metodu uyarmea 6zdé§er—
lerden biri, 6rnegin 3, ikineisi sag ve sol x veya y; ile birlikte bulun-

duktan sonra A dan, oram'n sira sayill yeni B matrisi élde edilir ki, bu -

ayni vektorler halinde, sifir olan }; degeri diginda A ile ayni A ozdeger-
lerine sahiptir. Sag-ve sol vektorler )

‘ Y Xp = 8:1- j o - (39)

- geklinde wiortonormlagtirlmyg sayilar ise B matrisi, 2, x, ¥,/ diyodik gar;

pimimin -yani rank: 1 olan n-sirah matrisin ¢ikarilmas: ile bulunur :

B=A—x,x1y'1[. . (35)
Zira bu durumda o
By =Axi—Mxiy1x; .= 0
Bxi=Ax—hxiyixn=hx G=23,...,0).
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elde edilir. Yani 3 =0 6zdegerinin eklenmesi ile B nin rank:, A nmkine
oranla, 1 diiger. Buna gére denklem (35) deki doniigim igin matrisin,
“deflasyonu” ortaya cikar. }; =0 ozdegerleri tesirgiz kalacak gekilde me-
todun uygulanmasina devam edilir ise, r rankh bir matrisden, tam r adim
sonra, sifir rankh bir matris elde edilir, bu ise sifir matrisdir, Béylece
dikkate deger su bagmti bulunur :

A=l;X1y'1+7»zXzy’z+...+kn‘xny,.-}' " (36)

Teorem 8: }; dzdegerlerine ve denklem (34) uyariica biortonormiastiryl-
mi$ X, , ¥; sag-ve-sol dzvektorlerine sahip r rankli, n-sirali kdsegen benzeri
matris A icin, denklem (36) daki “Spektral pargalanma” gecerlidir, Matris,
r adet diyodik ¢arpundan yani 1 ranklh matrislerden olusmus gozilkiir.

Dominant deger i, iterasyon metodu ile bulunduktan sonra, denk-
lem (35) deki deflasyondan daha yiiksek Szdegerlerin yani daha kiiciik
miktarh ) degerlerin niimerik hesaplanmasinda faydalanihr. Ayrintilh bil-
gi igin 21.4 e bakmsz. '

(36) denklemi, sag-ve sol vektdrlerinin ortonormal baglanfisi (34)
yani Y'X == I ile birlikte kogegen gekle doniigiim (7) den bagka geyde-
gildir. : .

CA=XAXT=XAY

ayrmtﬂl halde hu,.

- . y’1 ’ .V’I
A.:(X'loupxn)A. :(lels---:xnxn) ¢ '
y’n y’n

olup, buradan dogrudan dogruya denklem (36) cikar.
15. Simetrik ve Hermitsel Matrisler.

15.1. Ozdegerler ve lOzve?ctc‘irler.

- Ozdeger problemi igin simetrik matrisler, geometri ve 'Iﬁeksihikteki

‘¢ok sayida uygulamalar igin bilyitk Snemleri yaninda Szdeger problemi

teorisini Ozellikle basit ve acik gekle soktuklarmdan, énemli bir rol oy-
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narlar. Dolaylm ile bunlar teorik agisindan, ozdeger teorisinin hareket
noktasimm olustururlar. Reel, simetrik matrisler igin karakteristik Ozel-
liklerin bir ¢oguna kompleks genellegtirmede' yani “hermitsel matrisler-
de” de rastlanir {4'e ozellikle 4.2. ye bakmz); bu neden ile, uygulamala-
rn cogu reel simetrik yani reel hermitsel matrisler ile smirlanmig olsa
bile, incelemelerin bunlara. genigletilmesi maksada uygundur. “simetrik”
kavrami bu durumda, heimitsel matrisin bir genellegtirilmig anlammda
kxullanilw, Kompleks diigiinme gekline pek aligmammg bir okuyuecu, bun-
dan iirkmemelidir. Kompleks matrislerin de hesaba katimas: ile genel
gegerli olan ifadelere varihr. '

Hermitsel ve dzellikle reel simetrik matrisler, 13.6. da Rayleigh-ora-
nt ile gosterdiFimiz gibi, tiim 6zdegerlerinin reel olmas: ile belirtilirler ki

bu durum-reel matris icin bile-tabii degildir. Matris ayrica pozitif definit

ise, Szdegerler pozitifdir; matrisinr < n rankl ve yar1 definit ige, (n —1)
kath ) = 0 Ozdegeri ortaya cikar.

“Reel” hermitsel yani reel simetrik matris halinde, “dzvektorler”
de reel olur!, bu durum reel olmayan, hermitsel matrisde miimkiin de-
gildir. Yalmz reel simetrik matrigler ve, reel benzerlik doniigimii ile bun-
lara déniigen reel, simetriklegtirilebilen matrisler (16.1 e bakuuz), “istig-

nasiz”’ reel ozdeferlere ve dzvektorlere sahiptir, bdylece burada tiim -

sartlards sadelegme olur.

Reel simetrik matrislere ait zvektdrler icin 13.4. teorem 6 ve 7 den
vektdrlerin onemli “ortogonallik” veya (cok kath Ozdegerler halinde)”
“ortogonallegtirme” - Gzelligi gikar. Buna kargilik gelen genellegtirme,
énceden oldugu gibi, hermitsel matrislerede uygulanabilir. Matrisin
3 7 A gibi iki farkl ézdegeri icin yazlan ve ikineisi i, nin reelligi gtz
Oniine ahmarak, eglenik transpoze gekilde gosterilen

A Xk. = he Xz

XPA*¥ = Axt =M X:,

dzdeger denklemlerinden, X* veya X, ile carpilma ve, hermitsel matrisin

_A¥* = A Ozelligi dikkate ahnarak, gikartma yolu ile,
| O —A)xixz=0

1 daha dofrusu: Bunlar daima reel gekilde gosterilebilir; bunlar, keyfl kompleks

garpan ile garpim veya kompleks sabitli reel vektorlerin lineer kombinasyonu

jmkam diginda reeldir.

T P
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ve bundan, }; # i, nedeni ile,

xix, =0 | , A 2 Mg igin 1)

bulunur. Yani Szvektorler eglenik ortogonal veya “uniter” dir. (bak :
41.), bu ise reel halde adi ortogonallife uygundur.

“Teorem 1 : Bir hermitsel (veya reel simetrik) matrisin, iki farkh Szdegere
ait $zvektorleri birbirine gbre uniter (veya xeel ortogomal) dir.

Hermitsel (reel simetrik) matrislerin Snemli kégegen benzeri mat-
risler simfina ait oldugu yani daima n adet lineer bagimsiz Gzvektére
sahip oldugu asagida gosterilecektir. Boylece 13.4. deki gibi su ispat
edilebilir : Cok katli 6zdeferler halinde bile dzvektdrler daima uniterleg-
tirilebilirler (veya reel ortogonallegtirilebilir) yani matrise n adet umi-
ter (reel ortogonal) vektdrden olan bir sistem “ana eksenler sistemi”
verilir ; bu ise ‘gimdi, matrisin yine A.= Diog (3;) kogegen matris sek-
linde ortaya ciktigh fakat burada — dzdegerlerin reelli§i nedeni ile —
her halde reel oldugu dik bir eksen takimdir; bu, hermitsel ve, benzerlik
doniigiimii ile hermitsel gekle giren simetriklegtirilebilen matrislerin bir
ilging Szelligidir. - - '

15.2. Ozdegerlerin Ekstremal Ozellikleri.

Hermitsel (reel simetrik) bir A matrisinin Rayleigh-oram reellifi
yanmda, ozellikle niimerik bakimdan degerli olan bir diger dikkate de-
ger Ozellik ile karakterize olur. Once hesabin kolayca yapildigr reel si-
metrik A matrisini alalm, ve buradan genel, hermitsel matrise gecelim.
R [x]'i, gimdi reel kabul edilen x vektoriiniin reel fonksiyonu yani n
adet %X,,%, ..., %, degigkeninin fonksiyonu sayalim ve bu fonksiyonun
fckstrem degerleri” ni soralim. Bu p ekstrem degerlerin ortaya cikma
kogullar, bilindigi gibi, 8R/8x; = 0 olup bunlar aR/ax = 0 vektor denk-
lemi ile gosterilir. Rayleigh - oram :
x’ Ax

R[x]= < x

yvardim: il'e,‘ kuvadratik fgrmlar icin tiirev kurallar1 uyarinca,
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R _ 1 xXAx, _ 2 o .
Tx -—-‘EZAX-.— o x)2x~— X,XFAX— Rixlx)=0 = {2
veya o ‘
~ Ax = R[x]xXx. 3

elde edilir. Burada R[x], yerine .1 da yazilabilen =meel bir sé,y1d1r, biy- -

lece denklem (3) digdan da reel, simetrik matrisli 6zdeger problemi gek-

line girer. Bunun ¢éziimleri yani ), Szdegerleri, Rayleigh-oranmin, ilgili

x; Gavektorleri icin kabul etfigi, aranan ekstrem degerlerdir.
Teorem 2 : Reel, simetrik bir A matrisinin° Rayleigh - orani, tam ii 6z-
vektdrleri icin, matris Gzdegerleri alimp, R[] = A ekstrem degerlerme
sahip olur.. Ozdegerler, buyukluklerme gore,
MEMEZ . 2k, )

seklinde siralanmig sayilir ise, dzellikle

R[x] =M = Max, R[x.JX,=Min. (5)

yazﬂabilir.' Rayleigh-oranmm bu ekstrem ozelligi sayisal hesap igin’ bii-
" yiik $nem tagir. Yani x, bir dzvektér icin bir “yaklagim” ise, burdan

bulunan R[x] orani, vektdr hatasina oranla yiiksek mertebeli, zde-
ger hatas1 kiiciik olmak iizere, ilgili 6zdeger igin iyl bir yaklagim gos-

© terir. Bunun Szellikle 14.4. de verilen iterasyon metodu igin sonucu gu-

dur : Iglem, dzvektsr icin nisbeten kaba bir yaklaslmda. durdurabilir ve
bunun yardimi ile &zdeger igin oldukea iyi bir yaklagim elde edilebilir;
bu ise herhalde, tek vektdér bilegenlerinin q§V)__ &) /zfv —1) oranlarmm
verdiginden daha iyidir. Burada ayrica en biiyilik giddetli dominant 6z-
deger bahis konusu ise, ekstrem &zellifi nedeni ile, Rayleigh-oranimnin
bu giddete daima asagidan yaklagtifi yani, Bu yoldan Rayleigh-orani
ile bulunan, biiyiik giddetli her yaklagimin otomatik olarak daha iyi ol-
dugu bellidir. Ancak biitiin bunlar yalmz reel simetrik matris veya bu-
nun genellegtirilmesi olan hermirsel matris icin gegerlidir. Genel simet-
rik olmayan matris halinde Rayleigh-oranin ne ézdeger igin ¢ok iyi bir
yaklagim vermesi gerekmez ne de hata igareti hakkmmda bir bilgi.var-
dir. 14.4. de verilen sayisal 6rnek halinde, oldukga kaba yaklagim z, igin
Rayleigh-orani, A, =10 deferine gbre yalmz % 1,11 hata ile

iy 13 et eSS LT ey
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445

Rlz]=—2 =9888...

geklipde bulunur, buna kargilik ilgili g, oranlar kuvvet sapan

q=45/6=9. =22/2=11, q;=4¢4/4=12
degerlerini alrlar, yani 10 ortalamasina gdre % 10 hata gésterirler. 3.
ve 4., ineli itere edilmig vektorden dikkate degecek kadar 1y1 yvaklagim,

9,999,989 bulunur.

Hata durumu ve ayni zamanda, benzer sonuglara. varmak icin si-
metrik olmayan fakat kogegen benzeri matris halinde oranlarmin nasil
genellegtirilmesi hakkinda bir fikir itere edilmis vektérlerin acinabilir
olmasi Sngériilen a.sagldakl hesapdan edinilir. y. ninci basamakh z, vek-
toriinti, reel simetrik matrisin x; $zvektérlerine gére

Z, =X, 4 X2+ ..+ CaXy o . (6)

geklinde seriye agihg kabul edelim. Bura,da. x; 6zvektorleri ortonormallag-
tirlmig sayilacaktir :

X'y Xp = ik (M

Birinci dzdeger biiyiik yam [M] > [%2] ise ve 1terasyon yeteri kadar

. ilerlemig ‘ise, 1 kabul edilen ¢, = 1 katsayilarmin oranla yiiksek Szvek-

torlerin ¢; agmmm katsaylar: kiiciik sayilabilir, Denklem (7) nin orto-
normlagtirilmas: sonucunda, Rayleigh-oranlarmm pay ve paydalar igin

Zviizy =10+ b+l b+ .un +hacl,
ZvZv=1+4ci+ ¢t + ... + ¢c*
burada.n'
Rlzv] ;X,(1+c§ +.. +“ﬁ‘) — (M = Ag) 62~ (M—M) Ci— e = (g—Ap)c?

14+ci+ ca+. +cn

RV e PT: WP R T
T4 cit ...+ o

. ' 3
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pulunur. Burada, |x| > |A| kabulii nedeni ile, gikarlan terim mikta-

rin kiiciilmesine sebep olur ve R daima, miktarca ¢ok kilyiik bir yak- .

lagim verir. Ancak bu hata terimi, ¢, katsayilar1 cinsinden kuvadratik-
dir; bunlar ise x, Szvektorlerine gore itere edilmig z, vektoriiniin gds-
terdigi belirsizliklerdir. :

Son formiilim ¢ikarimasmda simetrik matrisin ézvektbrlerinin or-

togonallifi 6nemli idi. Genel, simetrik olmayan fakat kogegen benzeri
matris balinde, benzer sonuclara ulagmak icin Rayleigh-oram, matrisin
X, sag dazvektorleri ile y, sol vektorleri kombine edilecek gekilde, degig-
tirilmelidir. Itere edilmigs z, vektorler diginda v, sol itere edilmig vek-
torleri de kullamlmahdir ki bunlar keyfi baglangic vektdri vo dan,

VAV, vy=12.. . ®

uyarinca, transpoze matris yardim1 ile bulunur. (yeterli yiiksek) bir p
basamaginm v, vektorii, sol vektorlere gore

v=V1t+thyt.. . +d¥n : (6a)

geklinde geriye agur ve sag-ve lsol_' Szvektorlerinin biortonormlagtiril-
masl : ’

¥Vixe=8x, S _(Ta)

ongbriiliir ise, “degigmis Rayleigh-oram”

‘ Vg1 ViZetl _ : (10)
Ry 2y 1= V Zo T Ve '
igiﬁ yukarida oldugu gibi,
R_:xl_ O"I'—)\'Q)czdzq‘--.+O\'l_}f‘n)cn§rr . (89-)

1+02d2+ ...'+~Cndn

elde edilir, Burada da.hata yine x,,y; dominant vektorlerinin ¢, , da;

- pelirsizlikleri cinsinden ikinei derecedendir. Fakat isareti hakkinda bag-
ka bir gey soylenemez. Pratikde y ve p itarasyon basamaklari birbirine
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egitlenir : yalmiz gu bahis konusudur : zvve vy vektorlerinde, dominant-
lara oranla yiiksek oOzvektdrlerin etkisi yeterli Olgiide azalimgdir yani
¢ ve d; katsayilar yeterli kiiciiktir. e ‘ :

Ozvektérlere dair Rayleigh-oranmn ekstfem' ozelligi, reel simetrik
matris halinde, aciklanabilir. Yani, ‘

Min Max

E [xJ = Max

hipofesi, x'x = 1 halinde X'Ax =. - (lléj
. : in o
ile veya, ayni sey olan
R[x]= Max hipotesi, x’ Ax = 1 halinde x’ x = Min (11b)
Min . : . Max _
ile ayni anlamlidir, Simdi, bilindigi gibi,
@=x"Ax=1, A=A" o (12)

“ikinei dereceden bir yiizey” in merkez denklemidir. (11b) hipotesi ekst-
rem uzunluktaki x vektoérlerini gésterir ve bunlar yiizeyin, “asal ek-
senleri” dir. -Simetrik matrisin, Rayleigh-oranm: max. yapan, ortogonal
x; dzvektorleri ise, Q = sabit yiizeyinin asal eksenlerini gbsterir.

15.3. Bkstremin Ozellifi, Devam.

Yukarda elde.edilen acik ifadeler hermitsel A ‘matrisine genellesti-
rilebilir ve her matrisin n adet iiniter ve lineer bagimsiz Szvektirlerinin
varhg ispatm verebilirler, boylece hermitsel (reel, simetrik) matrisin,
kogegen benzeri matrisler simfma ait oldufu gosterilmig olur. Hermit-
gekil @ = x*Ax den hareket edilerek,

x¥*x =1, ' (14.1)

kogullu yani normlagtmlmlg n-boyutlu x vektériii maximum preblemi

Q[x]=x¥Ax=Max |, A = A* o o @d)
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m gozumu istenir. Bu problemm Welerstrass'in bir teoremi — stirekli bir
fonksiyon kapal, smurh bir nokta ciimlesinde, mutlak maximuma en - |

agagl bir noktada ulagir— uyarmnca daima bir ¢bziimii vardr, Bu x,
ve ilgili maximum Q[x;] = }; olsun. Bundan sonra, yeni-

x*x=1, x*xy =0, - (14.2)

yan kogullar1. altinda. denklem (13) deki problemin c¢oziimlerini yani,

normlagtirimig tiim vektorler arasmda yalniz bulunan x; ¢oziimii ile fini--

ter olanlara gegelim. Bu problemin de ayni teorem uyarinca yine bir
¢oziimit vardir; bu x, ve formun ilgili maximum Q[x,] = X, olsun. Ug bo-
yutlu uzayda anlami sudur: Birim Kiire x'x = 1 iizerinde, Q niin A; mak-
stmumuna ulagtigl x, noktas: bulunduktan sonra kiire fizerinde x; e dik
diizlemde noktalar ele alalim ve Q nun maximum oldugu ve burada
A2y A=) olup, Q = sabit ylizeyl donel yiizey ise yani Q nun degeri,
X, , X, vektorlerinden olugan diizlemde sabit ise, egitlik igareti kuilamlwr.
-— Simdi figiincii maximum problemine yani

X*x =1, x*x;=x*x=0, (143

gibi “ii¢” yan kogul altinda (13) iin bir ¢dzlimiiniin bulunmasma gege-
lim; bunun icin Q[x;]=2; maximumlu bir x; ¢dzimil vardir ve ,;2)2 %
diir. Bu gekilde devam ederek tam n adet uniter vektér bulunur. Kendin-
den oncekiler ile iiniter yani bunlardan lineer bagimsiz vektdr: bulun-
mas! halinde metod islemez olur ve n vektdr bulunduktan sonra bu du-
rum bahis konusudur. Biitiin bu vektorler denklem .(1) deki Rayliegh-

oranimt extremum yaparlar. 15.2. nin baglangicinda oldugu gibi, fakat'

simdi reel — ve sanal' — kisma ayrima sureti ile kompleks vektdrler
ve matrisler igin, ekstre problemine zdeger probleminin kargilik geldi-
gi gisterilebilir. .

‘Teorem 3 : n-sirali hermifsel (veya reel simétrik) matris H,

| X1 X = By ' (15)

uyarmnca segilebilen ve iiniter (veya ortogonal) modal matds o ‘
X*X =1 olmak lizere X=(x1,X2...,X) (16)

ile gésterilen, birbiri ile iiniter (veya reel ortogonal) n adet ba§1nis1z oz~
vektore. sahiptir, Boylece hermitsel (reel simetrik) matrisler kdsegen ben-
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zeri matrisler smifina ait olurlar ve hatta A, iiniter (reel ortogonal) donu-
siim :

X*A X = A = Diag (M) (17)

yardim ile ozdegerlerm reel kosegen seklini alu:lar Son.uncu, 14.1. deki
gibi gosterilir, ancak burada denklem (16) daki Szdeger matrisinin iiniter-
ligi ve ortogonalligi kultanilir. Uniter veya ortogonal az dogrultulara mat-
-risin “asal eksenleri” denklem (17} deki doniisiinie,- “asal eksen dénii-
siim” it ad1 verilir. ‘

154 Kuvadratik Formlara Uygulama.

Reel kuvedratik bir form veya, hermltsel (reel simetrik) A = A"
ma.trlsh hermitsel form '

Q = x*AX =X O} x: Tiz .‘ ‘ "(18)

icin, do6niisiim matrisi {initer (reel ortogonal) modal matrise x den,

x=Xy (19)

é,sal eksen doniistimii, reel )Li katsayill kdgegen gekli verir :

i=1

buradan formun relligi dogrudan dogruya okunabilir. Yani kuvadratik
formun reel olmasi halinde

Q=M+t hagit .t M vl (@0

gikar. Ikinci dereceden Q = X’Ax = 1 yiizeyinin merkez denklemi,

Mgl +hagi+ .+ My =1 | @1)

asal eksen geklini alir; buradan (reel veya sanal)’ a; yarm eksenli bilinen

y‘z +y2 +. +-y—1—0 (21a)
a1 az . @,
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denklemi ile karsilagtirma siireti ile A, 6zdegerlerinin, yari eksenlerin ka-

relerinin inversleri oldugu, X = 1/a? anlagihr. Eger tiim ozdegerler po-
2itif ise, veya negatif olmayan ise, yani % > 0 veya ), = 0 ise, ki bu 13.6.
teorem 10 da Rayleigh-oram yardimi ile pbulunmugtu, (20) ve (20a)
formlar1 pozitiftir veya negatif olmayandir. A matrisinin rank: r ise, d-
kath. 6zdeger A =0, d=n—r defekti ile ortaya cikar, zira rank diig-
mesi d ve 6zdegerin gok kathihgi, kogegen benzeri matris halinde, aym-
dir. Burada kégegen Sekil (20) veya (20a) r adet y, degigkenine indir-
genir, buna karglik geriye kalan d ye bunda rastlanmaz. Yiizey silin-
dire dejenere olur. ' - :

: Bilindigi gibi keyfi ancak kare olmayan matris A halinde, burdan

epuss doniigtimii ile bulunan A*A matrisi hermitsel veya, reel A matrisi
halinde, reel simetrikdir ve bu, yine bilindigi gibi, A min rank: r nin n’e
esit veya kiigiik olmasma gore, pozitif definit veya yar: definitdir. (11.2.
ye balamz). §imdi pozitif, (yar1) definit hermitsel matris B verilmig ol-
sun ve bu matrisin. '

seklinde gosteriligini ara,yahm. Dafinit matris olarak B nin, 32 = % 2> 0
olarak yazlshilen pozitif veys negatif olmayan A, ozdegerleri vardir.
X, B nin zvektorlerinin iiniter matrisi ise,

K= Diég (), =+ Vi 1 (23)‘

halinde,
X*BX=A=EK?

asal eksen doniigiimiinden B igin
B = XK?X* = XK (XK) = A*A.
bulunur. Bdylece aranan parcalanma elde edilir :

Teorem 4 :.Pozitif (semi)-definit hermitsel matris B daima (22) seklinde
gosterilebilir, A :

[A=xx | 20

B=A%*A]l, (22)V
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den elde edilirg burada X &zvektSrlerin uniter matrisi ve K, B nin Szdeger-
lerinin pozitif kiklerinin yani &; = %20 1n kOsegen matrisidir.

B esas definit yani x; > 0 ise A kare, tekil olmayan matrisdir. Buna
karsiikB yart definit ve r < n rankh ise ve w1 = ... = %, =0 almr
jse, A nmn son d = n — r noktasi sifir olur. Bu durumda bunilar tamamen
ihmal edilebilir ve A,r rankli rn-matrisine (r lineer bagimsiz satwr)
indirgenir : ‘

Ornek

B=(2.3),;.==u:4-;~—' AT
3 10/ ™ 2= (—1/" J“:(\

3/
)
- (.0 1’%;)' )

Amkxr= L0 '_—_1.)45’1_1 D50\ 3| _
X Yo \f11 3/ '""m(ao 100):(3 10)=B'

I

16.5. Genel Ozdeger Problemi.

A. , B matris ciftinin 13.8. de verilen genel probleﬁﬁ

Ax=‘?LBx-‘ veya ‘(A-—?\-B)X=0. -.(25)

icin uygulamalarda, A, B reel simetrik matrisleri hali temelA bir rol oy-
nar; bu durum 12.3 de verilen titregim problemlerinde gisterilmigtir; bu

“hal ve hermitsel matrislerin kompléks genellegtirilmesi teoriye en ko-

lf,y girigi saglar. Fakat iki matrisin simetrik 6zellifi, burada matris
ciftlerinin 6zdegerleri ve dzvektdrleri icin, simetrik tek matris problemi-
ni karakterize eden ozellikleri bulmaga yeterli degildir. Ancak tekil ol-
mayan Bngﬁriilegn B matrisinin invers matrisi ile soldan garpmm sureti
ile 6zel probleme gegis esnasinda, uygulamalar igin 6nemsiz komutatif
A ,B matrisleri hali diginda, simetri genellikle ortadan kalkar. Para-
metredeki B matrisi igin “pozitif definitlik” hipotezi ¢ok daha Gnemli-
dir. Denklem (25} ile x* soldan carpilarak '

x*Ax = A x*Bx,

bulunur ise, paydanin sifir olmamasi halinde, burada,ﬁ genel probleme

ait Rarleigh-oram
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RIXN=5AX | Rlxl=h (26)

bulunur; bu hal pozitif definit B icin bahis konusudur. Ancak bu durum-

da denklem (26) dan ozdegerlerin reelligi ortaya cikar. Hermitsel A ve
B halinde denklem (26) nn payr ve paydasi reeldir. Ancak, paym ve
paydanin aym zamanda sifir olmasi halinde 6zdegerler igin bir bilgi ve-
rilemez, bu durum agagidaki reel simetrik matrisler ¢rneginde- goste-

rilmistir.
: 4 1 3 2
= B =
a=(i o 2=l 4

purada. karakteristik denkler

‘4-—% 1-2M_ a4,

1—2% —A

yani kompleks Ozdegerler X = % i dir ve B simetrik olmakla beraber de-
finit degildir. Kolayca kontrol edilebilecegi ilgili 6zvektdrler igin ger-
cekden x*Ax ve x*¥Bx formlar: yok olur. ' ‘ o

B pozitif definit ise, denklem (25) hermitsel matrisli §zel probleme
indirgenehilir. Zira boylece, onceki paragrafta gosterdigimiz gibi B,
B — C*C ye ayrilabilir. C! =D kisaltmasi ile, D ile carpim yapilmak

ve DC = I hesaba katdarak,

(D*AD)Cx = A Cx

veys Ox —y igin nihayet, hermitsel matris H = D*AD ye sahip ozel

problem :
o Hy = Ay

elde edilir.

" Teorem 5: Genel dzdefer prob_lenii denklem (25) de n-swali A, B matris-
leri hermitsel (reel simetrik), B tekil olmayan ve ayrica ya A ile degistiri-

‘lebilir yani AB = BA veya pozitif definit ise, genel problem (25), hermit-

“sel matrisli 6zel probleme indirgenebilir. -Bu durum problemin tiim &zde-

e WO

gerleri reeldir ve, reel matrisler halinde reel olan tam n adet lineer bagim-

219
'.sllz n‘:ifvektﬁr vardir. Ayrica A da pozitif definit veya yari definit ise, tiim
Ozdegerler pozitifdir veya negatif olmayandrr, ' ’

Sonyni(;:u"c_ii‘x.nle denklem (26) daki Rayleigh-oré.ﬁlﬁcia;n',gﬂ:a.r..-u.Asal
eksen doniiglimii de uygulanabilir. Yalmz normlagtirma ve uniterleatif—
me (ortogonallegtirme) gimdi B matrisine gﬁm yani,

xiBx, =0y |. | @n

geklinde yapiimalidir. Bbylece uniterlegtirilmiy x; dzvektorlerinden olu-
gan modal matris X = (x,),

1

.| X*BX =1 |. o (28)

dzelliginde, B ye gbre uniter bir matris verir. Ax, = A; Bx, dzdeger denk-

lemleri, A = Diag (};) olmak iizere,
AX=BXA

geklinde Ozetlenir ise, denklem (28) géz oniine - - i
s gdz Oniine alinarak %* -
dan carpilarak, A nin . Fve X* fle £ol

X*AX =4 |. - (29)
kégegen gekline asal eksen doniigiimii elde edi]ir.-
Teorem 6: A keyfi, B pozitif definit olmak {izere bir herlﬁjtsel_ (reel si-

metrik) matris ¢ifti, -ortak hermitsel (veya reel) kongruent doniisiim
x = Xy vasitas: ile ayni zamanda asagidaki k&segen sekle doniisebilir :

'_I‘X*Ax=A, E (29

brf tisriafia A, reel Szdegerlerin A kosegen matrisine, B ise, bmm matfrise -
doniigiir. ]“)onugum matrisi X, matris giftinin B ye gre uniter (reel veya or-
togonal) Ozvektdrlerine ait matrisdir. . = ' a
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- 15.6. Yar: Hermitsel ve Uniter Matrisler.

13.6. teorem 10 da yarl‘ hermitsel matris A = — A* nin 8zdegerleri-

nin-tam sanal oldugu gdsterilmis idi. Simdi- A reel yani yar1 hermitsel -

ise, tzdegerler, karakteristik denklemin reel katsayih kokleri ola.ra.k
daima eglenik kompleks yani 3 reel olmak iizere, :

= xif, W=- @ | (30)

§ek11nde bulunurlar. Boylece ka.rakterlstlk denklem su §ek11 alr :

let n igin 7»" + Gn2 A2 4,

.+ aﬂ-" +a =0Y
Tek n igcin A= 4 g, A2 4+ ., }

" a1
.+a3)\.3+a1)~.=0 ( )
Bundan, » = 0 kékii nedeni ile, sonuncu hal i¢in agagidaki teorem cikar :

' Teorem 7 : 1 sira sayili tek olan reel, yari simetrik bir matris daima tekildir.
A = 0 a ait 6zvektir reeldlr Reel, yan simetrik matnsm ranki danna gift
sayidir.

A*A =X olan umter” (reel ‘ortogonal) A matrisi igin, Ax = Ax
x*A* = 1x* den, ' '
' X*A¥Ax = x¥x = A MX*X

ve, x*x 7 0 nedeni ile

I =pr=1]. (32

bulunur'.

Teorem- 8-‘:- Bir uniter matrisin tiim 6zde§érleri, kompleks diizlemin birinci
dairesi iizerindedir, yani

I - e"<Pf| 33)

seklindedir. Bir reel ortogonal méuisin Szdegerleri, + 1 olmadikga,

| h=et |- 39

4

seklmdc zklscr 1k1ser eslemkdlr

i g S T i

]
1
|
.
i
4
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Yani reel matrisde A min yaninda 1/X da-dzdegerdir, dolayisi ile ka-
rakteristik denklem “mvers” d1r yam agagldakl iki gekilden - biridir :

(35a)
(35b)

+az>»2+a1x+1=o
)2 h—1=0

7\."+a1)&“ 1+a2)»" 2+
N _al)\’n l_]_az)\‘n 2

purada ikinci gekil en fazla tek rsayxr n igin ‘bahis konusudur. A yerine
1/% konuldugunda denklem kendine dSnigiir. :

Cok farkh dzdegerlere ait iki 6zvektoritn, hermitsel matrisler igin
gegerli umterhgl, yarl hermltsel ve umter ma.tnsler igin’ de kullanﬂa,-

bilir :

Teorem 9 : Cok farkl ; 5= A, Ozdegerlerine ait ozvektorler “hermitsel, ya-
ri-hermitsel ve uniter matris igin, birbirine uniterdir :

lE’ £ b fefn o -G

Cok farkhi bir ozdegere ait olanlar umterlestmleblldlgmden 17 normlas—
tirma halinde daima

}gn=m | @D

gecerli olur, _
Yar1 -hermitsel matrise ‘ait ispat, 15.1. teorem 1 de hermitsell matris
icin verilenin aynidir. A* = A™! ve A = 1/) halinde uniter matris A ya
ait ispat gdyledir : ' :
Ax; =M x; >xtAX; =L Xk X
Xt A% = lk xt = xi/hz
Xk)\-k = XkA")XkAXJ = M Xk X;

O —?vk)x:cx, =0oxix;=0,) = Xk igin
16. Normal ve Nonnellegtlrllebx_len Matrisler. M&'LT_IS Normlar.

Simdiye kadar uygulamalar 191:1 gok ‘Snemli simetrik matrislerin ve
bunlarin kompleks genellegtmlmelen olan hermltsel matrislerin aynca_
" yar1 hermitsel ve uniter matrislerin,* kogegen benzeri matrisler smifina
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M:"*I? ait oldugu ve bunlar igin basit vasitalar ile kapah bir teori kurulabile- f - yani denklem (1) deki matris hermitsel matris H mn benzeridir ve bu
e cegi gosterilmig olup. (§ 14), gimdi bu smf, simetriklegtirilebilen, normal reel kosegen matris A = Diag (3;) ye benzedifinden — buradaki H nin
i ve normallegtirilebilerl matrisler ile genigletilecektir. Bunlara ek olarak A Ozdegerleri ayni zamanda A ya aittir (13.5., teorem 8’e bakimz) —
ki : ayni, zamanda A mn-da benzeridir. Ayrica B pozitif definit ise, denklem

i . tercih ve hem de sayisal problemler igin artan dlciide 6nem kazanmak- (3) ve 11.2,, teorem.5 uyarmca, H da pozitif definitdir.
i tadir. Paragraf 16.6 ve 16.7 yalmz bunlara symlmistwr. ' _ o o . |

» Teorem 1 : Bir kare matris A, bir tanesi esas pozitif definit iki hermitsel
matrisin garpumui olarak gosterilebiliyor ise, simetriklestirilebilir, yani ben-
zerlik doniisiimii ile 6zdegerlerinin reel kisegen sekli e A = Diag (%) ye
sokulabilir ve, bu neden ile, hermitsel matrise benzerdir. Difer carpmm da
definit veya yart definit ise, tiim }; dzdegerleri poz1t1fd1r veya negatlf oI~

| |:
|_‘h
lii © verilen matris normu kavrami, dzdeger simrlanmasi ve fahmininde hem -
; 16.1. Simetriklestirilebilen Matrisler,

Hermitsel matrislerin genellegtirilmesi olarak bunlar, benzerlik d6-
niiglimii ile hermitsel. matris ve dolaysi ile “rega‘l" kigegen formuna do-

1 | . niigen matrislerdir. Bunlar carpim geklinde, maya.udlr
' it _ A — BC @ Reel simetrik A, B ve pozitif definit B halinde genel 6zdeger ‘prob-
! : lemi Ax = 3Bx den ¢ikan BT'A matrisinin &zel problem1 de buraya ait-

dir. Ozdegerilerin tiimii reel ve, pozitif definit A halmde, pozitifdir ve

£ex tE)
olarak gosterilir; buradaki B ve C garpimlarinim ikisi birden hermitsel BlA matrisi’ kgegen benzeri matrisdir.

(yani reel halde simetrik) dir ve b1r ‘tanesi aynca. (esas olan) “pozitif
definit” dir. - Denklem (1) deki mmetnklegtmilebilen matris igin x, ve y; sag — ve

gol ozvektorleri arasmda oldukea hasit bir baginti vardir. Yine C, esas
definit olur. Bu durumda, A* = CB den &zdegerlerin reeligi nedeni ilg,

| B’ ve © hermitsel, o _‘
B veya C posz definit B :

‘ . v oy s Ax; =BCx: =Mx;,
Ornegin (pozitif) xﬁ >0 Bzdegerlen hahnde C pozitif definit ise Ak v OB by
C, x? = Diag (x?) reel kogegen gekline uniter (reel orfogonal) olarak yi= ¥i = Mi ¥eo

doniigiir, yani, uniter mahis U, U*U =1 halinde, : elde edilir. Birinel denklem C lle carpilir

— TT* 2 - '
¢=U"K'T : @ | . OB(Ox) =4 (Ox)
" ve ikinei ile kargilagtirilir ise,

e P e 3

yazilahilir. Boylece denklem (1) den

A=BU*K!U=U*K (KUBU*K)KU B AT | loxi=y: | _ . ®

nin, A* nin Szvektorit oldugu gérilliir. C tekil olmayan matris kabul
edildiginden x;0 icin y;<0 bulunur. Ayrica, pozitif definit C nedeni
ile, denklem .(5) den

bulunur, burada K = Diag () ,%: > 0 dir. Parantez icinde B=B" a
gbre hermitsel matris

H= KUBU*K VBV*H H*, 3

[ xizi=xex>0|, = . @®

.vardu' ve tekil olmayan V= KU dan benzerhk donusumu elde edilir :

‘ elde edilir, ancak bunun icin ¢ok kath tzdegerler halmde, X,y vek-
A= VIHV |. C 4 ~ torleri, denklem (5) uyarmnca venlnna olmaldir.
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16.2. Normal ve Normal.leﬁirilebilen Matrisier.

~ Kogegen benzeri matrislerin smift normal ve normallegtirilebilen
matrigler ile tamamlamr. “Normal matrisler”,

"‘A*A=AA* o )

kogulunu gergekleyen matris;lerdir. Reel matris A halinde A% = A’ olur.
Normal matris kare olmahdir, zira aksi halde (7) gecerli degildir. Nor-
mal matrislerin &zel halleri gunlardir :

A*=A Hermitsel (reel simetrik)
A¥= — A yar1 hermitsel (reel yar simetrik),
A*A = A A*=]| uniter (reel ortogonal) matrisler.

Teorem 2 : Bir A matrisi yalmz ve yalmz, matris normu ise, dzdegerlerin-
den olusan A =Diag ();) koisegen sekline umiter olarak dSniisebilir.

[U*AU=4A| ,0*U=1 olmak iizere )
ispat igin tnee L Schurl a dayanan bir teorem verelim :

Teorem 3 : Keyfi, kare matris A, kbsegen elemanlar A nm A Szdegerleri
olan bir L figgen matrisine daima {initer olarak doniigtiiriilebilir :

VS O
vkaUu=L=| ° .M ban 9)
0 on

7, A nin bir Szdegeri ve x;, ilgili normlagtirilmig Szvektdr, yani x*x; = 1
olsun. Bu durumda diger lineer bagmsiz y,, ..., ¥, vektérleri, tiim mat-
ris X; = (X;,¥z, ..., ¥,) uniter yani X,X, = I olacak gekilde bulunurlar.
Bu, AX; = A\X; ve X;*y, — 0 nedeni ile, A » '

x; X‘l * “ye *
XiAX; = 3;5 (A x1, Ayal .=, Ayn) = 0 A ,

: ' H 1

yh ‘ 0

1 SCHUR, I : Math. Ann. Bd. 66(1909). Sayfa 488-510.
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gekline doniistiiriir, burada birinei siitunda Xy, diginda yalmz sifirlar i
buna kargihk birinei siitunda genellikle sifirdan farkh, bizi ilgilendirme-
yen' elemanlars vardwr. }, diginda A nin dzdegerlerine sahip (n—1) s1-

rali alt matris A, de aym gekilde ele almir : ), dzdegeri igin (n—1) bi-

legenli, X,*x, =1 geklinde normlagtirilmig bir x, 6zvektérii vardir. Bu
X,, %3, ..., %, Uniter sistemine genigletilir ve boylece, birinei satir ve
siitiinu birim matrisinin ki olan, n-siral {initer matris X, elde edilir.
Boylece '

i

[hq * F, W

| o a *...

XEXFAX X, = |0 0

N Ao

{0 0

bulunur. Bu sekilde hareket edilerek ve X, iiniter matrislerinin ¢arpimi
U iiniter matrisi ile gosterilecek nihayet (9) dbniiglimii elde edilir.

Simdi A normal olsun. Bu durumda L de normaldir, zira normal

. bzelligi, iiniter doniigiimde ortadan kalkmaz :

Y — TIE AR
L*L=TU*A AU}L$LELL*_
LL*=U*AA* U

Ancak denklem (9) daki ficgen matris halinde L*L {izerindeki 1.1 ele-
mani )\ e esitdir, LL* m buna kargiik gelen elemant ise A, + kel
4 ... + 11, dir; bundan, L¥L = LL* nedeni lle L, =ls= ... =L, =0
bulunur. 2.2. elemanlarmin karsilagtirlmasmdan da ls; = ... = L, =0
v.s. elde edilir. Béylece normal matris A halinde L icin A = Diag (W)
¢ikar. Difer taraftan bir kdgegen matris ile eslenigi daima komutatif’
oldugundan, bunun ile iiniter kongruent her matris yine normaldir ve
boylece teorem 2 ispatlanmig olur. o

Buna gore, onceki paragrafta ayrmtih olarak tarif edilen reel si-
metrik ve hermitsel matrisler yaninda yari hermitsel ve iiniter (reel
halde, yari simetrik wve ortogonal) matrisler de bu smifa ait olurlar. |
Simdiye kadar incelenen tipleriin, &zel hal olarak kapsadigl “normalles-
tirilebilen matrisler” ile smif tamamlanir. Bir tanesi, Srnegin C hermit-
sel ve pozitif definit ‘
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C* =,
J C positif definit | (11)
digeri B ise

kogulunu gergekleyen — bu, genellegtirilmis normallik sayilabilir yani:
B, C ye gdre normal olsun — B, C matrislerinin carpim

geklinde gosterilebilen bir A matrisine “normallegtirilebilir” adr veri- ..

lir. C =1 icin A =B normaldir. C 1 fakat B* = B icin A simetrik-

legtirilebilen matrisdir. Ayrica € =1 ise, A = B hermitsel matris olur. -]

Normal metrislerin “uniter” olarak kogegen sekle déniigtiirtilebilmeleri-

ne karsihik bu durum normalestirilebilir matrislerde, agagida gosterile- ]

cegi gibi, yalniz genel “benzerlik déniigiimil” ile miimkiindiir. Her nor-
mal matris ve her kdgegen matris normallegtirilebilir oldugundan (terfi
miimkiin degildir) kogegen — benzeri matrisler smifi tamamen dol-
mug olur,

Teorem 4 : Bir A matrisi yalmz ve yalniz, normallestirilebilir ise, yani po-
zitif definit hermitsel matris C ile, C ye gére normal matris B nin garpimi
olarak yazlabilir ise, denklem (12), benzerlik doniisiimii ile dzdegerleri-
nin A = Diag () kosegen sekline sokulabilir,

Ispat 16.1 de, simetriklegtirilekbilen matrisler icin yapilanin benze-
ridir. Pozitif definit matris -

N C=TU*K*U

ile o
A=BU*R’U=U*K?(KUBU*K)K U,

bulunur. Parantez icindeki matris ‘ :

G = KUBU*K,

B ye ait (12) kosulu nedeni ile, normaldir-:

12) |

A=B0|veya’A=CBi o (10) ‘
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G*G = KUB*CB)U*K } 6FG = GG*.
GG*=KUMBOBHUK |
Boylece A madtrisi,
A=V GV | - (13)

uyarmea normal matris G nin benzeridir, yani aym X 6zde§c?rlerine sa-
hipdir ve, teorem 2 uyarinca G uniter kongruent yani A'= Diag (;} nin
benzeri oldugundan A benzerlik doniisiimii yapilarak, A ya doniigir ve
btylece teorem 4 ispatlanmig olur. Hepsini bir araya toplayalm :

A matrisi | A ya déniiglim | A = Diag (%) iDénﬁsﬁmdanlemi
Reel simetrik Ortogonal Kongruent ‘ Reel Xt AX = A
Hermitsel Uniter > l Reel UrAU = A
Simetriklegtirilebilen Benzer Reel V-1AV = A
Normal Uniter Kongruent Kompleks TAU = A
Normallegtirilebilen Benzer Kompleks V-IAV = A

16.3. Matris Normlar ve Ozdeger Swnrlgr:.

Bir matrisin dzdegerlerinin sayisal hesabinda kompleks sayl diiz-
leminde Gzdegerlerin konumu hakkinda belirli gegici tahminler yaparak
Ozellikle max. 6zdé§ex’- icin matris elemanlarindan smrlar, elde etmek
cok degerlidir, bu tahminler ilerde bzdegerlerin tani bulinmas: igin
degerlendirilirler. Ozdegerlerin, matris elemanlarmm mertebesine bagh
olduklar: suradan anlagilir : k-kath matris kA ya, yine k-kathl ki Gzde-
gerleri ait olurlar. |A| icin kolayca bulunan bir sinir 13.6. da |A| <na,
a = Max.(a;,) olarak verilmig idi. Burada tek bir eleman, max. degerli
eleman vardir. Diger matris elemanlarinin da hi¢c olmazsa miktarca ve
imkan var ise, siraca gbz Oniine alindigl, yani matrisdeki bilgiye ta-
mamen hakim olundugu daha iyi smirlar da konulabilir. Ancak yapila-
cak hesabin kapsami, imkan oraninda, uygun smirlar icinde kalmalidir.

Yukarda [A| mn tahmini i¢in kullamlan na, miimkiin “matris norm-
lary” ndan yalmz biridir. Norm deyince belirli bir bilyiikliik ol¢lisii an-
lagilir. Bir x vektéri icin gimdiye kadar, 2.4. de verilen ve 4.1. de komp
leks vektbrlere uygulanan “Euklid normu” yani '
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—— =T . = = 5 las | it
x| = Vx¥x = \/Z || (14) 3. JlAll=8(a) Max 2 [k siitun normu
_ | " 4. ||A]l = N(A) = \/sp A¥A Euklid Normu
kullantlmigtir. Buna kargiik gelen Euklid matris normu 5. ||A|l = H(A) = %mex mit %2=raya  HILBERT-normu
. : Spektral norm
' — : 15)
N(A) =\Vspa*A = [Tiaul ( L -
(8) = Vsp \/2 ‘ : Bu beg matris normu? biiyliyen hesap iglemine gbére siralanmig-
o . @ dir. 5 ile gosterilen Spentral-veya Hilbert-normu ayrica zdefer prob-
lanmigtir. Go- ! :
S . 2.7. ve bakiniz, ancak burada kompleks matrise uygul e o b e ) Anfinit A o
b dllfdﬁz"f )irbi yalmz’ belirli genel hipotezleri saglamak {izere, bagka norm- Iémntn:gzum;n}_udy%ml hig ;lmazsa];__pgglflf" (ys»ri) definit A*A Igz_tatxl';m
T ;-u dgu gnt;ki ve faydahdrr. Normlar igin ortak isaret olarak cift cizgi nin %7 > 0 reel dzdegerlerinden en bilyligiiniin bulunmasini éngériir. Bu-
. ar da ma .

nun pozitif alman x; kare koklerine A matrisinin “tekil degerleri” de de-

L T Sriinii icin ||x|| ve A matrisinin
i Kullantmisgtir : bir !, vektoriintin normu igin ||x|l hir.

|

|

'j o normu igin ||A| yazihr. Her iki tip norm icinde asagidaki hipotezler bu-
! .

I

Ucgen-Esitsizligi - | O}lAB| = [|A]l. [IB]] llerde goriilecegi gibi ayrica

|
1 .
, -  Junur. |aix| elemanlart yerine bunlarin maksimumu a konulur ise toplam
i 3 . . ‘ ) matris M(A) mn — &zel ha_ller diginda —, kendisini olugturan Z(A),
i Hipofezler " lix|] Vektdr. normu | ) HKTL I(;fiatns normu S{A) ve N(A) normlarmdan biiyiik oldugu goriiliir :
4] | a) [Ix[j < | ‘ . \ _ :
.";'.‘ : ve = 0 yalniz x=o0 igin ve=0 A=0 igin - ‘ | Z(A) = M (A) (162)
;'-i'!’xl b) |lexl| = el lix}] B) [leAl] = lel l|Al] ‘ S(A) = M(A) (16b)
bib keyfi skaler carpim ¢ keyfi skaler garpmm ¢ = |
I g -igin N(&) = M(A) (16¢)
. e : A + Bj| < [|A]| + [IB]

o e) |Ix + ¥l = [Ix]| + |lyil c) |1A + Bj| =

P

| ) ' s rak, hipotezi ortaya
gfd 0 Matris normlarinda, vektdor normu fazla ola.ralr:,1 a) hip 4 HA =N@A = H@A) | an
‘: I i cikmigtir. “Carpilabilir” bir norm bahis konusudur. : ' .

. ' Buré,daki ipotezleri gerce leyen, ige yarar nor lar gunlardic : l lidir

.‘ 3 h kleyen Y | gegerlidir.

| ) ar . s ‘ . b
Vektér normla Kolayca anlagilacagi gibi burada verilen matris normlarimn her bi-

=

‘ |lx|| = Max ] ‘ ri, ii¢ vektdr normundan her biri ile kombine edilemez. Bu anlamda iki
! 2. ||xi| = =il ‘ ' hipotez agagidaki tanmmm verir : .
. —_ i : Ayt v o
| —— " . : e ]
— x| = Vx* o v N .. . - s
; 3. |Ix|| = Ix| = \/x x, Euklid Normu . Tanm 1 : Eger tiim A matrisleri ve tiim x vektorleri icin
' Matris normlan : , . o
| - L Colam HOFMmU llAxi] =< [ja]]. |1x]] | as)
1. ||Ali = M(A) = na mit a= Max {oe| Top ‘ _ |
L 9. Al = Z (A) = Max Z lan] Satir normu ! d) hipotezinin olmamast halinde |A[ mmn yamnda, keyf pozitif ¢ sabitli c|A[ da
b | . '_ \ ‘ V k ’ bir normdur, Yani bu, burada ikmal edilecek olan izaff, mutlak olmayan hir
1 N | biiylikliik Slglisiinii gsterir. ‘ '
M | \ Balmiz A. Ostrowski : Uber Normen von matrizen. Math. Z. Bd. 63 (1835). 2 Buradaki kokler birim olarak kullamlmaktadir,
.‘ ‘ ,
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esitsizlifi var ise [Al matris normu, belirli. x| vektdr normuna uygun ya-

ni, onun ile uyumla dur.

Doniigmiig vektor y = Ax 1 normu, baglangic vektéril x in normu-
na gore, vektér normuna uygun matris normu ile simirlanmahdir. Agagl-
daki tabloda, ige yarar ii¢ vektSr normuna uyan ‘matris normlar1 goste-
rilmistir. Lub (A) igareti daha sonra aciklanacaktir.

Vektdr normu Buna uygun Matris normu
1. |Ix]| = Max |x] [|Al| = M (A) Toplam norm
. Al =2 (A) = lub(A) Satir normu
2. |[xj| = Z |xl Al = M (A) Toplam norm
||A|] = 8(A) = lub(A) Satir normu
3. ljx]l = Ix| [|A]| = M(A) Toplam norm
Euktid ||Al] = N (A) Euklid normu
IIA]] =H (A) = lub (A) Spaktral norm

Tanmim egitsizligi (18) den, her matris normu halinde, X igin iste-

nen smir ¢ikar .

P = |Ajl| Her matrisin normu igin (19)

5. Bir A matrisinin 8zdegerleri; keyii carpilabilir matris normu

Teorem
sifir noktasini

[All halinde, _kompleks sayl diizlemindeki lAN var1 gapl,
merkez kabul eden dairenin i¢inde veya cevresinde bulunuriar.

(18) goz Oniine alinmak iizeré, normlara gegis surefi jle Ax = )X

den
llax)] =M 1xl = 1Al ]l

ve buradan, ||x!| % 0 nedeni ile, vektdr normunun artik bulunmadigr (19)
smir1 elde edilir. (19) da ayrica ozel hal olarak, 13.6. da verilen denk-
lem (19) tahmini de vardm. Bu, (16) nedeni ile, iglem bakimindan eg-
degerli Z(A) ,S(A) veya N(A) normlarmdan biri ile kolayca diizelti-
lebilir, ancak sayisal verilmis matrig halinde bunlarin en kiigiigh ahnir.

Belirli bir vektér normu igin, buna uyan matris normlar: arasmda

en kiigligii yani (18) egitsizliginde egitlik isaretinin konulmasim miim-

AL I e ot Bt LB % = L
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Eiin kilan yani kendisinin altina inilemiyen norm en degerlisidir. Buna
SInIr {19rmu” A nin “en kiigiik #ist simnir1 = larst upper bound” u denir
ve Ingilizce yaziligina uygun olarak lub(A) ile g&sterilir:

Tamm 2 : Bir A matrisinin, ||x|| vektdr normuna ait smir normu veya lub-
normu lub (A) denince

llax]| = o |x] (20a)
yapan en kii¢lik ¢ sayis1 anlasilic ki bu tiim vektdrler igin
‘lub(A}) = Mina. (20b)
- .
seklinde yazilabilir. Baska bfr degisle
Ax||
Iub (A) = Max ”A &
. [ =

S. 230 daki tabloda ii¢ vektdr normunun her biri i¢in ilgili sinir normu,

lub(A) verilmigtir. Bunun teyidi igin, genel matris A = (a;,) halinde

bir'x w‘ek't&irii, (18) esitsizliginde egitlik igareti kabul edilecek sekilde,
v.erllmehdlr. Aym zamanda vektdr normu ile, buna uygun almmig mat-
ris normlarmm uygunlugu tesid edilir. ‘

edih‘ry = Ax yani y; = Za;,y« dan hareket ile agagidaki egitéizlikler elde

L x|l = Max {x): |y = z laae] 1a] = ,;Ck!max % la
k

[¥ilmax = [I¥] = [%elmax Max z o] = Z(A)|)x]

- ?I(A) g M(A) 1'1'edeni ile M(A) dan, [x]| % uygundur. Ornegin reel
e ris halinde vektér olarak x' = (x1, +1, ..., 4+1) secilir ve\igaret
o 3i§1, Vi = Za'ik yx da max. toplam degerli matris satirmda, ¢ok sayida

plama iglemi ortaya ctkacak gekilde alimirsa, |yl = Z(A) 'lx] bulunur

ve hiylece Z(A)‘mn, lub-normu oldugu anlagilir. '
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2. |Ixil= = bl = lyd = z (Z;, la;kllxki) = I (kal z !aikl)

llyll = Max = laud. Z bl = S(A)|x]]. -

yine, S(A) <M(A) nedeni ile, M(A), x| e uygundur. Vektdr olarak
A da max. siitun-toplam degeri bulunan k nokiasinda 1 alnmak iizere,
x = (0,...1, ... 0 secilir ise, |yl = S(A)|x| olur ve bdylece S(A), lub-
normu olarak bulunur.

3. x|l = |x| : Skaler gcarpmm Yy, = alx igin Cauchy-Schwarz egit-
sizligi |y} <|a'] x gegerlidir (2.4.).

Kare almarak ve sonra foplama yapilarak
]y:‘I2 é lail2lx|2 o (ai az‘:k) |X|2
ly? = sp B A*|x[? = sp A* A x|
vl = N(A)|xl.

bulunur. Buna goére N{A), lub-norrﬁ’u degildir. Zira, eger tiim al satir

vektorleri x e paralel olsa idi, Schwarz egitsizliklerinde egitlik igareti olur-

du, bu ise genellikle hahis konusu degildir. s

|x| vektor normuna ait smmr normu lub(A) agagidaki gibi, y = Ax

den elde edilir : :
x* A¥ AX o
o = EIx] [xP

‘yfz = y*y = x* A% Ax=

Rurada carpan olarak, pozitif (yari) -definit hermitsel matris A*A nin
Rayleigh-oran1 R[x] vardw. Bu, bir matrisin defer arahfinda, pozitif
reel eksen fizerindedir. Maksimumu ise, A*A matrisinin max. 6zde§e;‘-

leri #%pgy dir:
ly|2 < Max R [zl x> = Kenasl X1,
Z

yani,
| iyl = |AX| = Kmex X = H(A) X[

Simdi x vektdril olarak A*A matrisinin, Wy, OzZdegerine ait u dzvekto-

rit secilir ise, esitlik igareti kabul edilir ve bylece H(A) nin, .|x| Euklid

vektér normuna ait smir normu lub(A) oldugu anlagihr.
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,Sinr normu H(A) = lub(A) igin iist smir N{A) yaninda ekseri-
ya faydal olan bir alt smr da verilebilir. Yani, C

] N’(AB)/ Vn = H(A) = N(A) . (22

yazilabilir. ki smir 6rnegin, N =+/na,H =a halinde A = al icin alt
ve N=na=H halinde 4 = (2) - (23) = 2 igin smur. kabul edilebilir.
ispat icin, keyfi-B matrisi halinde, A B esas almir. Bunun igin

N2(AB) = Z|Ab:* = B2(A)Z |b:? = H%(A) N*(B).

Burada B = I alnir ise, N(I) = \/1—1— nedeni ile, (22) bulunur. —

Euklid vektorii formu |x| e uygun N(A) ve H(A) matris normlan
tnemli bir ozellik ile karakterize olirlar : bunlar “uniter-invaryant” dir.
A matrisi, olarak, )

B=U*AU mit U*U=00U*=1,

ya doniigtiiriiliir ise,

N (U*AU) = N(A) (23a)
| H(U*AU) = H(A) (23b)

gecerli olur. -,

Bu durum,
sp (AB) = sp (BA), bakmz § 2.2, Denklem (12},

LM(AB) = A(BA), bakimz § 13.7, teorem 13
uygun B*B = U*A*AU = C*C , C.= AU olarak, sonra
sp.(B*B) = sp (0% C) = sp (C 0*) = sp (A A¥) = sp(A* A)

genel bagintilar yardimi iie,

uyaﬁnca, ve ayni gekilde A(B*B) = A(A* A) igin de bulunur. Reel hal-
de iiniter doniigiim ortohonal olur, bu ise geometride dénme anlaminda- ‘
dir. : ‘

Bu durum teorem 2 ve 3 e uygulanarak

N*(A) = Z ML
N2(A) > E

. normol A igin,
normal olmayan A igin

(24a)
{24b)
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elde edilir. |A|%,x < Z|X |2 den, N(A) vasitas: ile X nin ne kadar tah-.

- min edildigi ortaya gikar; bu tahmin diger azdegerlere gbre | %] max 10 azZ
kaldirilmasa oranmda, kuvvet kazanir.

Matrisin »; tekil degerlen arasinda iist sinmr x-m,‘ yanmuda, b1r Yrmin
alt ozdeger smir elde edilir

Konin = || é_xm I ' (25)-

yani kompleks say1 diizleminde 6zdeger, cevreleri dahil, Xmin V€ %pax YaIL
gaplan ile simirh daire halkasi bolgesmdedlrler Zira AX = X yani x*A¥%
— Ax* halinde

x*A*Ax = LA x¥x

elc?.e edilir. Yani )\ = |x]?, yukarda «%,,, ve agagida 2, ile smrlanan
A*A matrisinin deger araligna aitdir.

2 V 2
Hmin é D\lfz é Hmaxs

%min UN Invers degeri ise, invers matris A! 1n spektral normu = sumur
normudur :

| B A = A7 = 1mar| (26)

Zira %‘JA*“ = (A*A) e ait olan 1/x? Szdegerleri A"~'A-! de dé val;-
dir, bdylece H(A™) = Max.(1/%) = 1/x,,, bulunur..

H(A) yar1 caphh daire nihayet, x*x = 1 halinde R[X] = x*Ax ile
ta..mmla,na.n, matrisin [A] defer arahigmi da kapsar, 13.6. va bakmiz.
Zira Schwarz egitsizlifi ve bunu takip eden normu tahmin ile

* Ax| = x!|Ax] < [xPH (A) = H(A),

RI=H@) |, | “en

bulunur, bﬁylecé 13.6., denklem (32) de verilen tahmin kesinlegtirilmig-

tir,

Agagida ilgili tam Ozdegerler ile birlikte baz 6zel matrislere ait
farkll norm degerleri verilmigtir :

e b s s
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Matrix A" [M(A)Z (A)/S (A)] N (A) |HA) M
A=1 n 1 1| . vVn 1 | A=1 n-defa
A=cal ne | o a ! Vna| @ A=a mn-defa
A=Diagd) |nd| d | & |yZapF| ¢ | m=d
d = Max |d;| :

A= bt na |mainag| ne |ng M =nal-defa
- a i A =0(n — 1)-defa

16.4. Oedeger ile Hgili Dijer Tahminier.

Simdiye kadar yapilan, matris normuna dayall dzdeger tahminleri,
kompleks diizlemde &zdegerleri kapsayan bolgesi |i| < ilAll uyarmca,
sifir noktasini merkez kabul eden bir daire ile smirlarlar. Dolayisi ile
bunlar, ozellikle azdeéerlerin sifir noktas1 etrafina gruplanmak yerine
bir yonde dikkate degecek kadar yer degistirmeleri halinde, oldukca ka-
ba neticeler verirler. Bu ve difer 6zellikleri hesaba katan — cok fazla
galigma gerektirmeyen — tahminler yapilabilir; bunun igin, matris nor-
munda oldugu gibi tek bir sayr verilmesi yerine, matris elemanlarinda
sakll bilgiden genig olarak faydalanir.

Bu yondeki ilk agama kigegen elemahlarmm, yalmz degerce katil-
madifl “matris izi” geklinde goz oniine alinmasidir. Bilindigi gibi

spA=8=M+r+...+ 7.
Bu durumda

i1 ~
S-—_“ﬁ"SpA——Ez)\'i (28)

biiyiikliigii, kompleks diizlemde 6zdeger noktalarmin agirhk merkezi koor-
dinatim gosterir. Reel matris halinde bu, beklendigi gibi, reeldir. Sifir

noktasmin s noktasmna kaydirilmas: ile norm basit gekilde ve hatta et-

kin olarak kiigiiltiilebilir.

Once keyfi kompleks olan bir say: z ile ve A matrisinin dzdegerleri
A, ile gosterilir ise, a; — 23;, elemanh

B=A—z1X

matrisinin ), dzdegerleri, ), ya oranla z kadar yer degistirir :
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}"B = ?\.A—z

bu durum, kolayca anlagidig: gibi, sabit 6zvektorler icin bahis konusu-
dur, Kargimiza faydall bir yardimer olarak gkacak . olan bu “spektral
ayrilma” sayesinde matris normu degisir. Bu Euklid normu icin su ge-
kilde izlenebilir : '

N*(B) =spB*B =sp(A*A — A*—Az+ 2z])
=N2(A) - Bz—8z+mnze

Simdi, N(B) yi minimum yapan z yer degigtirmesi sorulur ise, ele-
manter extreman hesabindan z = s bulunur. Bunun i¢in

MinN(B) = N(A-sD=yN@A) -nBF - @D

elde edilir.

0 ‘merkezli, N(A) yar: caph K, degerinin iginde veya cevresinde bu-
lunan 6zdegerler de s merkezli, N(A —sI) yari capli K dairesi tara-
findan smirlanir, Yani 6zdegerler kesigen dairelerin “ortalasmnda” bulu-
nurlar; bu ise, iki dairenin ortak bélgesidir, Sek. 16.1..

Bu durum’ bir diger bblge darimasma yol acar. z merkezli, N(B)
yarl gaph “tlim” dairenin ortalamasi sorulur ise, H. Heinrich ’in géster-
digi gibi, kilciiltiilmiig

e‘=\/’l"‘2N(A—sI) ‘ (32)

yaricaph bir daire elde edilir. Ozdegerlerin tiimii bu dairenin icinde ve-
va c¢evresindedir.

j

»~diizlemi

Sekil 16.1

" Sekil 16.2

b e B S
—

—=
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Ornek :
2 —-1 5. Z(J‘i)zs 21:01455

A={—-2 3 0] S{(4)=9 Poq = 4,383 4= 2,037 ¢

-1 2 4f NA4=8" =51

" H(A) = 6,49 {
A=9, s=13

1 -1 5\ ZB)=7 A= —2,565
B=y—2 0 S(B)=06 Jgg = 1,283 & 2,037 1

—1 2 1) N{B)=0,08 |i =293

H(B) = 5,29

H(A) ve H(B) spektral normlar: géz Oniine alinmaz ise, tzdeferler 0
merkezli R = 8 yar1 ¢aph ve s = 3 merkezli R = 6 yaricaph dairelerin
ortalamasmndadir. s = 3 merkezli yar1 gaplt daire ise, ilk iki dairenin
ortalamas1 icindedir. ‘

Ozdegerler icin bagka simrlamalar, basit ve acik sekilde dzdegerler
bolgesini daraltan ve kismi bolgelere ayiran, S. Gerschgorin’in?® teore-
minde verilmigtir. Burada matrisin kigsegen elemanlar: tam — genellikle

kompleks — sayisal degeri ile birlikte hesaba katilacaktir. Geri kalan

elemanlardan satir-veya siitun geklinde toplam degerler bulunacakdir.
Bu feoremler sunlardir :
Teorem 6 : Genel kompleks matris A = (a;,) mn dzdegerleri kompleks
A-diizleminin, a; merkezli ve '

re= T o, (332)
ki .

yani kogegen iizerinde olmayan elemanlarin degerlerinin satir toplam-
larma egit yari caph n adet K dairesinden olugan G bdlgesinin iginde
veya kenarindadir, Ayni durum, yani a; merkezli ve

P =% o, | (33b)
k1 .

> Bakimz! Uber die Abgrenzung der Bigenwerte einer Matrix. Bull. Acad. Se. i
Leningrad 1931 s, 749-754, - Ispatlara ait olarak bakiniz, E. Bodewig.: Matrix
caleulus. [2]
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yani, kbgegen fizerinde olmayan elemanlarin degerlerinin siitun toplam-
larina esit yari ¢aph n adet K/ dairesinden olugan G’ bolgesi iginde de
gecerlidir. Boylece dzdegerler G ve G’ bolgelerinin ortalamasmnda yani

iki bdlgenin ortak kismi bblgesindedirler.

Teorem 7 : Dairenin m adet ve, diger daireler disinda birakan bir H kis-
mi bélgesi olustururlar ise, tam m adet 6zdeger H da bulunur.

Kogegen matris halinde tiim yar gaplar ve dzdegerler tamamen bel-
lidir : ) = «;. Kosegen digindaki elemanlarin artmasi ile daireler de

biiyiirler ve birbirlerini gittikce oOrterler. Kargihkl ayrildiklar: siirece -

herbirinde tam bir adet dzdeger bulunur, — Bu iki teorem Jacobi 'nin
reel simetrik matrislere ait bilinen bir iterasyon metodu ile birlikte pay-
dalidir, bu metodda siirekli ortogonal domiigiim (diizlemsel dbénme) ile
kogegen iizerinde olmayan elemanlar gittikge kiigiiliir, buna kargibk ko-
segen elemanlar1 dzdegerlere yakinsarlar, 21.8.°e bakimaz.

16.5. Kondiisyon Sayilar:.

Lineer denklem sistemi Ax = a, bilindigi tekil matris yani det A = 0
halinde genellikle, keyfi sag taraf a igin cozillemez. Eger, sayisal ola-
rak sik rastlandig1 gibi, determinant tam sifir degil ancak degerce gok
kiigiik ise, D = |det A| nin kiiglilmesi oraninda saysal ¢dziimiin giive-
nirligi azalir, Yok etme igleminde biiyiik sayilarm kiigiik farklar ortaya
cikar ve, hesabin sonucunu tamamen yanlg yapacak “hane kaybi” or-
taya cikar. Bu durumda “ill Conditioned” bir sistemden daha dogrusu
“U Conditioned” bir matrisden bahsedilir. Ayni guglukler matrisin oz-
deger hesabinda da belirir.

Sistemin yani matrisin bu bakimdan tutumunu belirtebilmek igin bir
“kondisyon &Slgiisii” aranir ki bu, kondisyon hakkinda bir fikir veren
ve yok etme hesabmdan kolayca bulunan bir sayidir. Bunun, izafi de-
terminant degeri geklinde alinmasi uygundur. Hadamard!' a gore, bili-

" pen bir determinant tahminine dayanan bir kondisyon sayis1 K?2:

_ D
KH-—V

(34)

1 Bakiuz, B. Bodewig : Matrix Calculus [2]. s. T8,
2 K yerine 1/K degerleride kondisyon sayls: kabul egilir.
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olup burada ‘
' = |det A/, (35)

V=aa...0, (36)
= lafj = \/Zlml‘ '

Burada V, a; satir vektor degerlerinden olugan seklin hacmidir. Bu
determinant tahmini uyarmmca K asagidaki hipotezleri saglar.

1: 0<K<1 o (37)

detA =0 icin K=0
Uniter (reel ortogonal) matris 1g1n K=1

dir.

2 : a) Satw degigmesine gére K invaryant
b) Satirlarin p; == 0 ile ¢arpmasma goére K invaryant.
K({PA)=EKE(A) mit P=Diag(p), p:==0. . (38)
Bu durumda Ky = 1, ortogonal matris diginda tekil olmayan her
kosegen matris ve ortogonal (ancak normlagtirilmig olmasi gereksiz)
satir vektdrlerine sahip matrisler igin de gegerlidir. Lineer denklem sis-

temlerinin yok etme yolu ile sayisal 1ncelenme51 halinde, 2. hipotez de
mantlkldlr :

ikinci bir kondisyon sayisi, N indisi ile gésterilen Euklid matris
normu N(A) =N ya dayanir:

D

K — ‘_‘T .
T e

(39)

Burada N/+/n = &, o; satir vektérii uzunluklarinin karesel ortala-
mas1 yani payda ortalama hacim V = a* dir. Bu say1, Ky gibi 1 ve 2a
hipotezini saglar, ancak satir ¢arpanlarina gére invaryantlik hipotezi 2 b
vi saglamaz. Geometrik ve antmenk ortalama arasmdaki bilinen egit-
sizlik nedeni ile

"V = N¥n
V = (NN\/n)"
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ve dolays ile : '
’KNéKHi- : (40)(

Simdi satir garpaniarl olarak, -keyfi c >l0 sabiti
| Bi I= c/a; | ' - (41)
secilir yani tum a; satir vektorleri ayni-‘c{ uzunluklda. yaplir ‘ise,
En(PA)=Ey(PA)=En(A) =Ky,

olur yani, (40) nedeni ile, bu satir normlagtirilmasinda K, kondisyon
saylsl, milmkiin tiim p; satir garpanlarina gére maksimum K, degerini
alir. — virgill kaydirma hesabmnda — p; satir carpanlari hane kaybma
etkili olmadigmmdan, satir carpanlarina gére invaryant Hadamard kon-
disyon sayis1 K;;, kondisyon &lcegi olarak, &zel bir anlam kazanir.

Uclineii bir kondisyon say:si, matrisin max. ve min. tekil degerlerin-
den faydalanir ve hesabi igin,

| Ko=s1/%, (42)
Ozdeger probleminin c¢oziimiinii gerektirir, burada
%y = Min %; Wi Masds 43)
%, = Max x;
Bu, 1 hipotezini saglar, ancak 2a,b icin gegerli degildir,
K, yardun: ile lineer denklem sistemi '
Ax=a (44)

nin x ¢oziimii igin dogrudan dogruya bir hata tahmini yapilabilir. Sis-
temin saymsal ¢bziimii, tam x coziimleri yerine, bilinmeyen z hata vek-
torlii ' ' ‘

X=X+ 2 : (45)

yaklagik degerlerini verir. Bu yaklagmlarin denklem sistefninde yerine
konulmas: ile, sifirlar yerine r = (r;) bulunur: '

Ax—a=T. ' (46)
X igin (45) ve ayrica (44) kullamlarak buradan z hatas: icin

Az=r, _ {47)
sistemi ¢ikarki bu ileride (23.5), diizeltme i¢in esas alnacaktir, Burada,
z=A"r

den normlara gecis ile bulunan

.

- 1.
Zl = [{A 1 = —|p|l=
1ol = AT )= rl= - 1 (48)
hata tahmini 6nemlidir ve burada invers matris igin* (26) normu var-

dir. Ayrica '
NiVn=x,<N ‘ ' (22)
yardim ile,-su kaba tahmin bulunur : '

s

= 5wl ' (49)

"Egrer sif’-cez?l 1y1 kondisyonlu ise, yani katsayilar determinant: faz-
la kiigiik degil ise kiigiik r kalanlarmndan kii¢lik z hatalar1 bulunur.

I.{ondisyon sayist K, sayisal olarak biiyilk drnek ile ve ayrica, kotii
k.ondlsyo_n balinde, olduk¢a kaba olarak elde edilebilir. J. Focke, K, ye-
rine Ky konulan bir difer tahmin vermistir. Burada, yvalniz bir —’-kiigiik
K degerleri igin oldukga iyi — iist smir verilmigtir :

) lzlgﬁ'i . (50)

Ky N

16.6. Genel Bir Matrisde Asal REksen Sistem Cifti.

§imdi‘ A yine keyfi kare, genellikle kégegen benzeri olmayan bir
matris olsun. Bunun igin Gauss doniigiimit )

F. 16
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A¥4 ve AA*

vasitas: ile iki hermitsel pbzitif (yar1) — definit matris ve boylece A*A

nn- w; ve AA*¥ m v; dzvektdrlerinin iki uniter asal eksen sistemi veril-

migtir. Bu vektorler, belirli gekilde birbirine baglanabilir bylece A ‘mat-
risine ait, “asal ekeen sistem cifti” bulunmug olur ki, bu ancak, reel hal-
de (reel A) net bir anlam kazanir. Genellik icin, incelemeler yine komp-
leks olarak yapilacaktir; reel A icin A* = A’ diir.

Hermitsel A*A ve AA¥* matrislerinin reel dzdegerleri 13.5. teorem
.9 uyarmnea birbirine egitdir ve bunlar, pozitif (yar1i- definitlik nedeni ile,
pozitif veya (tekil A halinde) sifir da olurlar; dolayist ile bunlar yine,
w? 2 0 geklinde yazilacaktir. Bu durumda dzdeger denklemleri goyledir :

(51a)

A*Au = %5 U
(51b)

Ik H .
AA¥*Y;, =x%iV;

Simdi belirli, gok katl dzdegerler halinde belirli oranda keyfi seci-
len ve A*A ya ait w; uniter tzvektorlerinden olugan asal eksen sistemin-

den hareket edelim ve, ilgili vektorler yamnda, %2 =0 ijzc_legerlerini aga- .

‘gldaki gibi numaralanmig. kabul edelim :

2
bA

i

z 2 .
wmz...zx>0, Yt = oo =% = 03
yani A matrisinin ranki r < n olsun. Simdi, w = +Vx*{ halinde,

kAlIz'=?’-:V_i 'I'..:=1,-2,...,r (521)

u;x)r"a.,.rlnca,,.xi2 0 a ait u; dzvektdrleri igin yani v, yektiirlerini bulalim.
(51a) ya bagh olarak, A¥ ile garpim halinde buradan

2 .
A*Aﬂi= Hily = Ay A*v;

ve dolaysi ile, x? > 0 nedeni ile,

A*v,-:_x,-—[xf i=1,2,...,7. (52b)

cikar. Ayrica AA*vV, = wAW = x2v, elde edilirki boylece denklem (52a)
Uyarinca tammlanan r adet v; vektorleri gergekden AA* nm dzvektor-
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leridir. Bunlar da yine {initerdir; zira denklem (52a) dan w;, x sayila-

11 igin

Kike Vivi = WA*A mp = %t Uy

ve, u;"m, = §y nedeni ile,

Vive=8u, hE=12. ... B )
bulunur. Simdi iiniter v; lerden olugan sistemi, o l

A¥v,=o0 (s=r+1,r+2...0, = (54

lt.a_ce (52 a) . (?2 b) genel gegerli olur. v;(j =1,2,...n) lerden olugan
tiim wvektér sistemi de yin€ iiniterdir; zira denklem (522) nin v}' ile
carpilmasl ve denklem (54) iin gdz Sniine alnmas: ile S

vidu, =% vivi=0, §=1 icin

bulunur. Bylece, U¥U = V*V = I halinde,
U=(as ..., Uy) } ’
V=(Vy....,Vs) 69

iki {initer ma,tfis 'olur‘ Bunlar ve kidgegen matris K = Dia,
_ . . = g (%) vardimm
ile (62a), (52b) matris geklinde yazilr. ‘ ‘ v

AU=VK
AW =UK

(56a)
(56D)

Bura(_ia.n “asal eksen doniigiimiintin genellestirilmesi” olarak gu cikar :
.~ Teorem 8 : Keyfi, ka;q matris A igifl, Awn

V¥AU=K . .' | 6D

uyarinca reel “kisegen gekle” doniigtiren U, V iiniter matrisleri var-

drr. Kégegen matris K = Diag(x,) de, A*A ve AA* nin Szdegerlerin po- .
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zitif kesilen x2 >0 kare kokleri vardir ve U;,V; iliniter matrislerinin
u;,v; siitunlarn A*A veya AA* nim dzvektorleridir.

16.7. Donme Uzamast O'Idmk Carpum. Matrislerin Kare Kokiiniin
Almmast. "

(51) veya (56) denklemleri reel halde, bagka bagmtilar: gdtiiren
dogrudan dogruya bir geometrik anlam tagirlar. Matrislerin nce reel
sayahm ve bundan sonra kompleks sekle sokalim. Simetrik metris A'A
nin reel ortonormlagtinlmig & szvektsrlerinden olusan U ortogonal sis-
temine uygulanan, reel A matrisli bir lineer doniigiim, (51a) ve (56a)
uyarmea bu sistemi yine ortogonal fakat reel uzama dleegi « = 0 ka-
dar uzarms x; v; vektdrlerinden olugan yeni bir bir sisteme gotiiriir. Yani
A doniigiim bir ddénme uzamasl yani w; lerin x¥; ye uzamasimi ve bundan
sonra x;v; ye donmeyi veya, dnce u lerin v; ye donmesini ve sonra Vi
uzamayl gosterir. Buna gre A,

\A:D&\w\A=&D‘ (58)

carpim gekillerinde gosterilebilir; burada S, veya 8,, hermitsel (reel si-
metrik) pozitif (yari)-definit “uzama matrisi” ve D, iiniter (reel orto-
gonal) “dénme matrisi” dir. 8, matrisi w leri, wu; ye uzatir yani w; asal
eksen sisteminde K = Diag(x,) kogegen geklini alir. 8, matrisi ayni ige

v; sisteminde yapar. Boylece 8, ve S.,

‘&=UKU*,

‘SF=VKV* ' (59)

asal eksen doniigiimlerine uyarlar. D matrisi ise u,; leri v; lere dondiiriir,
yani : o
DU=YV

'D=VU* (60)

I

bagmtmm saglar. (59) ve (60) denklemleri yardimu ile, denklem _(58)

den gercekde
A=DS =VU*ULU*=VEKU*
"A=8D=VERV*VU*=VEU*,

yani iki defasinda da denklem (57) deki déniiglimiin tersi bulunur. -
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Teorem 9 : Keyfi kare matris A, bir iiniter mattis D ile bir hermitsel po-
zitif (yan)-definit matris S, veya 8, nin (58) seklinde garpimi olarak gds-
terilebilir. Uniter matris D, A¥*A matrisinin u; {initer 6zvektorlerinden olu-
san U sistemini, AA¥ nmn v; iiniter dzvektorlerinden olugan V sistemine,
denklem (60), doniistiiriir. A*A ve AA* nm »? >0 Szdegerlerinin kogse-
gen matrisi K2 = Diag («?} ye sahip denklem (59) ile tanimlanan hermit-
sel S; ve §; matrisleri, bu iki matrisin kare kokleridir, yani

S;=Am| ve|s§=AA* o (61)

bagintismn: saglarlar.

_ K?la.yca ispat edilebilen bu son bagmti, yalmz poéitif (yar1)-defi-
pitlik istenen hermitsel bir matrisin genel kare koékiiniin alinmasim ge-
rektirir. Gercekten su bulunur.:

Teorem 10 : Pozitif (yar)-definit, hermitsel matris H igin, keyfi pozitif
tam say1 R,, halinde,

. "RT,:H‘ B (62)

olacak sekilde bir pozitif (yar1)-definit matris R,, vardir. Bu durumda R,
igin ' ' ' :

- |Rm=.m\/l_{|. , (63)

yazilir. H, }, > 0 ozdegerlerine sahip ise, H min Szvektdrierinden olugan
ilniter matris X halinde, : :

X*HX = A = Diag (\).

asal eksen déniigiimli gecgerlidir. Simdi ISozitif kabul edilen 3, lerin m-in-
¢l kokleri ’

| Wi = m\/}‘T | =0
ile gosterilir ve bunlar,

Q,, = Diag () ="VA, Qn=V olmak fizere
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kogegen matrisinde t0plan1r ise, aranan matris olarak

bulunur. Zira bdylece
BRI = (X Qn XM (X 0, X% ,.. (X2, X* (m Klammern)

=XOnX*=XAX¥*=H.
olur. .

17. Ozel Matrislerin Ozdegerleri.

Bugiin uygulamalarda. énemli rol oynayan cok sayida ozel matris-

lerden kiigitk bir ksmi bu — fazla gerekli olma,ya.n — hiliimde. venle--. |

cektir. |
17.1. Negatif Olmayan Matmsler Ka'psam Teoremleri.

Bir cok uygulamalarda, elemanlar: p0z1t1f veya negatif’ olmayan
a; > 0 veya > 0 matrisleri ortaya cikar. Boyle bir matrise pozitif ve-
ya negatif olmayan matris denir, A > 0 veya > 0. Bu matrislerin 6zel-
likleri Frobenius ve Wielandt! tarafindan incelenmistir, Bunlarin en
onem11s1 k1smen, ispatsiz ozetlenecektlr

A matrisi igin belirli bir hipotez daha yapllacakdlr Bu matrls' ‘par-
calanmaz” olgun yani bu matris ve Ay, Ay kare alt matrisli

_ {AnAn
2=(0"an)

geklini alabilir, ne de satirlarm ve siitunlarin degigtirilmesi ile bu gekle
sokulabilir . ~

Teorem 1: Parcalanmayan, negatif olmayan A matrisinin dzdegerleri ara-
sinda tek katli bir reel, pozitif A = % degeri yani “maksimum k&k” vardir
ki, bunu, miktar bakimindan matrisin bagka hi¢ bir Ozdeferi asamaz:

M = %] ' , ‘ (1)

i. Bakimz Frobenius G.: Uber Matrizen aus positiven bzw. nicht negativen Elementen
'S. B. preug. Akad. Wiss. (1908) 8. 471 - 476, (1909). 5. 514 - 518, (1912). 8. 456 dan
477 ye — WIGLANT, H.: Unzerlegbare, nicht negative Matrizen. Bd. 52 _(1950),
S, 642 - 648, '

--XQ X* . : (64)
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=% 1gu1 posz Szvektér x > O vardir ve bu, yalmz %; > 0 pozitif bile-
senlerine sah1pt1r Negatif olmayan odzvektdriin var olmadigi tek Szdeger

maksimum kokdur

Teorem 2 : Keyfi posz u; > O bilesenli vektoru igin, pargalanamayan
negatif olmayan A matrisi yardmm ile, v; > O bilesenli ddntismils v =Au

vektorii ve dolayst ile

g = v/, @
oranlar: yazihr ise A nmn maksimal k&kil x min. ve max. g;
oranlar: tarafindan kapsanir :
Qrm‘n é x ; qmax . (3)
Kﬁgegen matris Q = Diag (q;)} icin, denklem (2). nedeni ile
' v=Au=Qu. . . (4)

gecerlidir.
A’y =uxy
uyarmca, transpoze edilmisg matris A’ icin, negatif olmayan y Ozvek-

torlii makmmal kék « vardir. Denklem (4) den

W y—nAy= O—HQy—uxy
(@ —-xDy=0 6)
/ .

veya, ayrintih olarak,

ullyl-(Q'I "'K«)+ uzyz(Qz - %)+ -l“ + unyn(%t —x)y=0.. ' (59

* bulunur. u; > 0,7y, > 0 oldugundan bu dernklem ancak (g, —«) carpan-
larmmm hepsinin pozitif veya negatlf olmamasi halinde gegerhdlr Yani'

Qmin —% = 0: ' ' : (33.)
X q:nax - %= 0! (Sb)

olmahdlr burada esitlik igareti olarak wnum, i = x e ait dzdeger olmas)
halinde, ortaya g1kab1hr Boylece denklem (3) deki tahmin ispat edil-
mig olur. . . ‘
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Teorem, negatif olmayan bir matrisin maksimal kékiinli gittikee
darlagan simirlara sokmak icin kullamilir; bu maksad ile ilk once keyfi
kabul edilen pozitif vektdr u o gekilde degigtirilmelidir ki dyy,. Ve Gmgx

simrlary gittikge yaklagsmlar, Bu, 14.4. de tammlanan iterasyon meto-.

du ile kombine edilebilir, yani v vektdrii, ‘hesa.bm tekrarla.ndlgl bir dii-
zeltilmig u véktdri sayilabilir.

Uygulamalarda, pozitif kégegen elemanlari halinde elemanlarin iga-
retleri “satrang tahtas: geklinde” yawildigi matrislere de ¢ok sik rast-
lamr : .
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Teorem 3 : A, hermitsel bir matris ve D, d;>0 elemanh reel, pozitif bir
kosegen matris ise, sifir olmayan uy = 0 bilesenli keyfi u vektoriinden, v;
bilesenli, doniismiis v = Awu vektdrit ve dolaysi ile

. Coan '
N — .u.__l_._. ’ 8

g ds u;! &
oranlar: olustururlar ise, min. ve max. oranlar, denklem (’?) deki reel 3
dzdegerlerinden en asagr bir tanesini kapsar :

;l:‘i . K + _ + i . i . . ] q:rnin S li g qmax - (9)
el -+ -+ \ :

';I | ) +—+ - Denklem (9) un kapsadigi ézdegerin numarasi hakkinda burada
. | ' —+ -+ _ bir gey sOylenemez. Bu teoremde, 1 nun uygun segimi ile, bu defa keyfi
Ol o L - %; Ozdegerinin smirlanmasmda kinetik olarak kullambwr, Ek 1’e bakimuz.
Her ikineci -satir ve siitunda igsaret degigtirilmesi ile matris, negatif ' . -

olmayan matrise déniigiir. Genel olarak bir A matrisinden “satrang tah-
tas1 - doniigiimii” nden bulunan matris A+ ve bir x vektériinden, 2, 4, ...
St bilegende igaret degigiminden bulunan vektér x* ile gésterilir ise, kolayca
ol goriilecegi gibi, su gegerlidir : Ayni ) ozdegerleri halinde,

17.2. Siitun Toplams Sabiti ve Stokestik Matrisler.
Ihtimaller hesabinda,

Or = O =+ G + .. . Gni

|

[ .

‘\..‘.; : Ax=Mix , _ (6a) ]
L . o siitun toplamlari her siitun igin aym, ¢, = ¢ olan A matrislerine de

oo tzdeger problemine . - .
o r“:“ ozdeger p _ W  rastlanm. Bu tip matrisler igin gu gegerlidir :

Atxt = hx* ‘ (6b)
: Teorem 4 : Siitun toplami ¢ olan, siitun toplam sabit, kare matris A, g
dzdegerine sahiptir, Pozitif tam say1 m kuvvetli A™ matrisi yine siitun top-
lamu sabittir ve siitun toplam ile dzdeferi o™ dir. A, tekil olmayan matris
ise A! de, siitun toplam: sabitdir ve siitun toplami ve 8zdegeri 1/5 dir.

problemi aitdir. Yani Satranc tahtas: geklinde dagimg igaretli, parcalan-
mayan bir matris igin, 4- — 4+ ... gibi degigen igaretli bilegenlere sahip
bir ozvektorlii dzdeger olarak yine pozitif bir maksimum kék vardir.

Siitun toplamu sabit, kare A ve B matrislerinin topléml ve garpimi yine sii-

Kapsam teoremi 2 ye benzer bir teorem, “hermitsel matris” A ve,
tun toplamu sabit tipinde olup matrislerin siitun toplamlar: igin

pozitif D = Diag (d,) ,d; > 0 kogegen matrisli genel 6zdeger problemi |
yani “ara basamak problemi” (&zel problem Ax = )X ile genel problem
Ax = )Bx in ortas1) icin Collatz! tarafindan verilmigtir :

Casp =04 0p . (102)
GAR = CBA=0,'0p (10b)

Ax=ADx )

gecerlidir.

, Birinci ifade, s dzdegeri halinde A'min &zvektérdi olan bir s’ = (1,
1,...1) vektoriinden gikar :

1. Bakimz; Collatz., L.',: Eigenwertaufzaben [3], 8. 304 - 309,
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ay e (1 +otan) (o [

‘,i'g:[ailz"'an:] ‘E]=f(2: + ‘l‘:;n:\lz :‘} __GI;} 'l";
...... : S R
kal,, ceea,, 1J lal,, -+ + a,mJ {GJ !\s}

yani ¢, A nin ve dolé,yls1 ile A’ nin tzdegeridir. Bu durumda ayni dzvek-
tér halinde, A? igin dzdeger ve siitun toplam olarak ¢! bulunur. Ayni
sekilde A’s = o8 den, 1/os = A™'s gikar. —Denklem (10a) dogrudan

dogruya giiriilebilir. Denklem (10b) ise gOyle bujunur : A mnm al satir
b,) ve dolays ile AB nm

vektorleri ve B nin by siitunlannda.n AB = (al
k.ninel siitun toplami bulunur :

TaAp — ab; + ... + a"by
= @b + ¢+ o T C1nbn

+an'|b1k+., -+abnk
= aAa/?Ik‘%“ -..‘+bnk)=6‘4'0'3°

ihtimaller hesabmda ! ortaya ¢ikan siitun fopla.ml gabit matrisler -

reeldir ve negatif olmayandir ve stitun toplami 1 dir : her -siitunun ele-
manlar, toplamlar1 1 olan a,, = 0 ihtimallerini gosterirler. Teorem 1,2
ve 4 den anlagilacag: gibi matris, tek kath dzdeger olarak, i = o = ]
maksimal kokiine sahipdir. Burada gu hal Snemlidir : ‘Artan v halinde
AY matris kuvvetleri, ¢ok sayida esit ‘siitunlara sahip bir A% matrisine

yakimnsarlar.

Teorem 5 : A, sabit g—1 siitun toplami negatif olmayan, parcalanmayan bir
matris ise ve maksimum kdk & =1 disinda A mn tim A dzdegerlerinin

degeri 1 den kiiglik yani

M=1,M <1y, i=23,...,n igin (11)

ise, artan y halinde AV matris kuvvetleri digisi, siituplarm timii birbirine
uyan, yine siitun toplami sabit bir matrise yakinsar :

1. Bakiy
_ Hreignisse. Deutsche Math. Bd. 1 (1938) s. 665 - 699,

mz; SCHULZ, G.: Greﬁzwersiitre flir die Wahrscheinlichkeiten verketterer -

] yani yA =y’ ise, (15) nedeni ile, A°
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| Av— A%

,V=rooigin

(12)

1A% = (a,0....,8) |- (3)

Bu smir matrisinin  a’ slitunu Amn %y =1 e ai i :
; ) ; =1 e ait ve 1 siitun topla-
min normlagtwﬂmlg ozvektoriine egittir. ' B

Aa=ux

(14)

~ Son denklem, (18) nedeni ile,

AAT = AT 15)

ile ayni anlamhdir. 1 rankl matris blarak A% matrisinin, 4 = 6 = 1 8z-

degeri diginda, (n—1) kath A =0 dzdegeri ' imdi
. A, = geri vardir, —
(14) -ile tanimlanan bu A% matrisinden, . Simdi, denklem

B=A—A%®,

(16)
matrisi bulunur ki bunim_ icin, denklem (15) nedeni ile,
- BZ — A_Z — Aoo ]
5

B*=A%— A% /. - an

.......... |
gecerlidir. Buna gére B nin

OM,A3, 0« shny (18)

bzdegerlerine yani, 3, = 1 disinda A nm ozdegerlerine yani degeri <.1
?Alranﬁ(%;)l_{ sa3,r1da 6z.de§:?rl.e s:ahi.p c?ldug'u gosterilebilir. Transpoze edilmvigi
ve}étarﬁ‘;zif matrislerinin ézvektérleri aymdir. Once, 8’ = (1, 1, ..., 1)
sA =8 Aa=1
SA® =8 Ag® =1
S (A—A®)=sB =0, hz=0.

bulunur, Simdi ) £, A nin bir dzdegeri ve y, A’ niin ilgili dzvektdrii
ile sagdan carpimdan
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y AA® =y A® = Ly A%

ve buradan, A 21 nedeni ile,y” A® = " cikar. Yani y 0 dzdegerli& ® un
Ozvektoriidiir. Ancak bu durumda

yA=ky
YA® =0
vV{(A—A®)=yB=2\y

bulunur. Yani B matrisi, degerleri < 1 olan (18) dzdegerlerine sahipdir.
Ancak bu tip bir matris icin, (20.3.) de goriilecegi gibi, geometrik mat-
. ris serisi '
B+B*+B+...,

yakmsakdir, yani
BY =AYV —-A® 30 , v— «~igin

olur, boylece teorem ispatlanmr.
17.3. Satrane Tohtast Matrisleri.

Bunlar kareleri, satrane tahtas: geklinde; sifir elemanlar ve genel-
likle sifir olmayan elemanlar tarafindan doldurulan matrislerdir. Bura-
da kogegen elemanlarinin, sifirdan farkh veya sifir elemanlar olmasma
gbre 1ki hal aymdedilir. C

7 7

I. kégegen elemanlan sifir degildir, Sek. 17.1.
Ozdeger dzellikleri sakh kalmak {izere, satirlarm ve
glitunlarm degigtirilmesi halinde n-sirali baglangic
matrisi A, ‘ ‘

A= (A‘ _0) . , (19)
& et L . 0 A2
Sekll : 17.1 sekline girer, burada A, s-sirah, kare alt matris ve

Satrang tahtas:

A,, (n—8) siral alt matrisdir. Buna gore
matris, 1. duorum

cift » ler igin

= n—s=2"L o 1 Tek r ler igin

253

Karakteristik matris ve karakteristik determinant gu sekilde ‘de-
jenere” olur :

A— A =|A1— M| Ay = AL = 21 (M) p2 (A} = 0
PIO\-) =0—=A= )\.1,)\.2,...,)\.,
P2 M) =0~k = hast,harase ooy hny

A, de, s-srall ¥:,¥2, -5 ¥s-
A, de, (n—s8) — swrah %, %5, ..., %, Ozvektorleri vardir ve bunlarm
titmiiniin lineer bagimmsiz olmas1 gerekmez. A toplam matrisinin y; ve z

‘halinde, lineer bagmsiz olan n-siral Szvektorleri vardir :

= (Y] i, e 5= (o) it +tm, (20)

A basglangic matrisine ait x; vektorleri x; den, bilegenlexjin verleri degigti-
rilerek bulunur ve boylece, A, ve A, ne ait ); tzdegerlerinde ayni deger-
ler olmadig1 siivece, bu odzvektorler degigen sifir bilegenlere sahibdirler;

_bu durumda, tiim kutular: dolu olan, A, ve A, ye ait zvektdrlerin lineer

kombinasyonu miimkiin olur.

—1 0 1 0 2\ (—1 1 210 o\
0 5 0o 4 0 . 8§ 0.5 10 0
d=1 5 o0 o o—5|.4= —6 2 6 |0 ol
o 1 0 2 0 "0 0 0,0 4
—6 0 2 0 6) k 0 0 01 2}

[, —id| = A=) (A—20=0,A=1A=A=2

1 i
=2} Y3 = —1
L2 : 2

Tki kath kok A = 2 icin yalmz bir lineer bagimsiz y Szvektorii var-

dar.

My— 2l = (1) (b— 6 =0, A =1,0=

3
1 4

ool
0

1

8]

Q &~ O

o
(=t

¢
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. Burada x = ax; + bx,,ortak A =1 kokiiniin dzvektorleridir ve bu-
nun igin ayrica, serbest a, b sabitli, iki boyutlu lineer vektdr sistemi
vardir. - :

—b
. a
X = ]
—2a
2a
x Ty &y @y x
1 Q o] a
: ‘ 0 0 1 4 b
Kontrol : Az =iz —a | —t 0 o] —2a
‘ 0 0 | —t 9 — b
2 2 0 0 24
- o -1 0 2 1 2 0 0 a
0 3 o 4 0 o 0 1 24 b
$ c o o0 —5|—2 |—2 0 o || =24
0 1 0o 2z © 0 o | —1 6 || —5
—6 ©o. 2,0 2 0 0 2a.’
A= 1 2 1 6 1

I1. Kogegen elemanlart sifirdir, Sek. 17.2.

Qatir ve siitun degisimi ile A, iki kare, s- ve (n— s)' - sirali sifir mat- ;

risine sahip

A O

A= (0 Al) ‘- (21

gekline doniigiir.. Karakteristik denklem dejeﬁere olmaz, ancak ayni X; f
szvektorleri halinde x; = 32 Ozdegerlerine sahip ve A nin benzeri alma-

rak bulunan matris

~  [AA; O B, O :
_ 2 . 1442 — 1 )
B=at= ( 0 AzAi) = (0 Bz) - @Dy

' jein bu durum bahis konusudur. Bu matris de yine denklem (19) seklin- f

dedir. Yalmz gu dzellik vardir :

“yazilir ve

955

& \ ‘ B. A A |
‘ _ 1= A1idg .
T X | B A Al}. . | (23)
D : . S :
§ : & I dekis - ve (n—s} - s1ra,1; olanlar gibi ]_31 s-g1rall, B,
(n—s) - swrah olan bu iki matris, 13.7. teorem 13
& " ve 14 uyarinca, tek sayl n halinde, B, in ek Szdegeri
Sekil: 17.2 olarak », = 0 diginda ayni x; 6zdegerlerine sahiptir.

Satrang tahtasi Bu durumdsa
matris, 2. durum-

Baz=%2Z| —>%,%; ' (24)
ve, A;z 7 0 halinde - ' ‘

A =4 | Yo, . (25)

bulunur; bunun icin tek sayL n halinde ayrica

1 Asyo= 0 |—>yo , Np=10 .ille birlikte T (26)

ciktar.

Simdi %0 yani A.A, tekil olmayan matris olsun ve Az = y=0
dir. Béylece . :
Azy=A2A1z;xz ‘ (27)

bulunur. A min x' dzvektorii igin
x = (“ Y).
bz

: »;z(o AI).”a y)=(bA1z):( by):k(“’ y)
A Okbz a A,y xaz ) \bz/

)

B

tzdeger denkleminde yerine konulur ise, a,b sabitleri igin

o~

Ya="b
Ab==zxa,

koguly, buradan da ke_yf‘f a halinde
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i
| M=%, r==xVx ] (29) 1 _ Ornek :
o .' 0o 1 0 0 O oo o! 1 'b\
cikar. a = 1 konulur ise, x; 3 0 a ait iki dzvektor olarak 4 1 0 2 06—t R A 'l 3 2
- 1. A=lo 3 o 2 of, A=|0 0 0 ;—2-1
: 4 2 0 0 0 1 Li"z——i—ll—o_‘a
- ¥: - y: . — —_
X = X9 = 29 VO 2 0 1 4] 2 0 1 1) 8]
! ()\'i Zi)’ ? ("')\':’zz') \ ’ @9) |
1 2 —1 9 5
—_— . 'BIEA].AZ:( 7 6 “_1); B2=A2A1=(0:_1')
bulunur, burada }; == + Vx, dir; ayrica, tek sayr n halinde CoN—4—4 1 '
' W —8x—9=(x—9 (x+1)=0

hﬂ(yo | (29a) | =9 Hp =1, #y = O
. L= T3 hy==*i, =0

el [

O
olur. x ve A vektirleri x den, yer degigtirme yolu ile bulunur. Ornegin % ‘ .

n =5 igin _ § . ' 1 N —2
' : S =4 = ( 3) , Wp=dy 2 = (-—1) y Yo = 3.
) 3 - Y 4

L % _ . . , , .
Az —A 7 : Boylece Ax = ax kontrolu ile birlikde, A nin 5 Szvektdrii gseyle bu-
X1 = W) X = Yol - . ] lunur. . : -
[ 2y l_ A z;| _ - : : ® Xy iy Xy o @y
Ys Ys 1 1 1 1 | —2
Ancak Szdeferlerden biri x,.= 0 ise A\A, ve A,A, tekil olur. Bu halde, g —z _: :: ':
. yukardaki gibi x ifadesinden anlagilacagl gibi, yalmz, o |—24| 24| o0
' j—2 |2 0 0 4
— 6 10 0 o] 3 |=3 i | — 0
2’ z :?) (30) 1 02 0—t| 9 9 | —t |—t 0
1y = 0 30 2 0 9 [—9 |—f i 0,
o ' 2 00 0o 1| © 0 o
homojen denklemlerini saglayan y,z vektorleri mtimkiindiir ve denklem- .' : - 0—2 0—1" 0]—6 6 0
_ lerden hig olmazsa biri, sifirdan farkli bir ¢oziim vektériine sahip olma- . A= 3 |—3 i | — 0
hdir. Boylece, keyfi a,b sabitleri halinde, N 3 17.4. Diferanz Matrisler.
T ( Y) b ( o) _ (GY) (31) - _ Diferansiyel denklemlerin lineer smr- ve ozdeger problemleri igin,
o z bz . diferans metoduna (tiirevler yerine diferans oranlar1 konulmasi1) bagh

| olarak :
olur. Ancak y,z vektérlerinden bir tanesi sifirdan farkl ise x, yalniz j
bu vekttrii kapsar ve a veya b =1 alinabilir. ‘
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A= —1 a—1 ' ) (32)

.....................

tipinde madtrisler ortaya glkar burada bog yerlerde sifirlar vardir. Bu
tip ‘“diferans matrisler”, yalniz a y1 ve n saysma bagh oOzdegerlerin

ve dzvektorlerin sayisal hesabmi miimkiin kilarlar. Yeterki k.nme: Gzde-

ger denklemi
' b1+ (@ =N —x41=0 (33)
bir (homojen, lineer) “diferans denklemi” dir ve bu, bilinmeyen r halin-
xp = % (34)
yazilarak saglanir; bu arada r icin su karakteristik denklem bulunur :
—(a—-Nr+1=0. (30)
Simdi ‘
o a—h=2c089 (36)
alinir ise r ¢oziimleri ‘

r=cog¢ + iging = ¢X¥ .
geklinde ve x, icin:

n, = Acoske + Bsinko 37

pulunur; buradaki serbest A, B sabitlerinin bulunmasi igin, problemin
“simir kogullanndan” faydalamlir, bunlar denklem (33) sekhnde olma-
yan birinci ve sonuncu ozdeger problemlendlr

1. denklem: (@ — M) %, — %2 =0,
n. denklem: — %,_1+ (@— M) %, =0.

(36) ve (37) yerine konularak

1. Denklem: 2cosg(Acos¢ + Bsing) — Acos2¢ — Bsin2¢ =0

veya doniigiim sonucunda
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A1+ B*0=0,
buradan da, keyfi B halinde A = 0 gikar. Yani
¥.=sinko|. ‘ (38)
olur. Boylece n.ninci denklemden :
—sin(n—1)o 4+ 2cosgpsinne =0 veya
sin(n +1)e=0, (39)
buradan da smir deger probleminin ﬁzdegerleri olarak
e . )
ch:ﬂ.:—l i=L2,...,n (40)
agilar: ve denklem (36) uyarinea, A nmn 6zdegrer1eri.olarak
| A =06—2co809; (41)
cikar. Yani x; dzvektoriiniin bilegenleri
o kiwm
x,,,-:smnil i=1,2,..., M (42)

olur. Boylece tam n adet farkh ; dzdegeri ve n adet lineer bagimsiz dz-
deger elde edilir. Reel a halinde g¢oziimler reel dir. a yalmz, ) Szdeger-
lerinde vardir; Szvektorler buna bagh degﬂdlr Bunlar acik olarak géyle
yazlabilir :

Sabit j igin, siireklik {izerine kaydedilen x,; bilegenleri bir siniis egrisi-
nin noktalarmi verirler ki bu —ilgili olmayan— k=0 ve k=n 41
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degerleri igin sifirdan gegen ve bu degerler arasinda j/2 adet periyoda
sahipdir.

Ornek :

a=2 #=25

¢f:f-g~=f30° Ai=2{1-~cos{30°)

. xkr-%sinqu,- =sink730°

k @ x, x, x a
1 0.5 . 0,866 . 0,866 0,5
2 0,866 0,866 - 0 —0,866 | —0,866
3 1 0 —1 0 K
4 0,866 | —0,866 o 0,866 | —0,866
5 0.5 —0,866 1 —0,866 0,5
P = 30° |} 60°% . 90° 120° 150°
A= 1 2—V3 1 2 3 2+ V3

. 17.5. Dairesel Tipde Matrisler.

Diferans matrislerine benzer bu matrisler siitunlari, birinciden da,i-
resel degigme ile bulunan matrisler n-sirall matrisin, n adet a, eleman-
larma sahip birinei satm
(43)

al= (aq Gr@ree. tp_1) ]

ise, matris-§u gekli alir :

a, a @ a"__l‘
a1 @ & 2y —n
A=|a,_

halinde ve dzdegerler

| .
t] . de, ‘ . 21=a—|—2b,12=23=‘ﬂ—'b
|
!
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1
€ . .
0,1,....,2—1) (46)

T, = | & (b =
veya kisaca
=g+ ayet+a g+ 4a, g (47a)

Lm—1). (47)

geklinde bulunurlar Bu ifadelerin, zvektérler ve dzdegerler oldufu yani
A xy = M ¥, denklemini sagladigy, ¢ =1 ile kolayca degistirilebilir. n
adet =, vektdriiniin lineer bagimsizlhig: X = (x,) Ozvektér matrisinden
anlagihr ki, bunun determinanti, n adet farkl ¢, sayisindan olugan ‘“Van-
dermond” determinanti olarak, sifirdan farkhdir (13.2 ye bakmiz),

2—1 0 3'\ go= 1
1o 3 2 —1J &y = —1

- 0 3 2 gy == —1

)l

-
&
I|

_

I i A

Mh=2—4i, l=0, X3

|]

=
KA

\.\

Ozdegerler ve Bzvektorler reel de olabilir. Ornegm dairesel yapidaki reel
simetrik matris

olup, burada (46) dan hesaplanan kompleks x,, X; vektorleri, lineer do-
niigiim ile, reel gekle sokulabilir,

1




MATRISIN IC YAPISI (STRUKTURU)

Simdiye kadar kogegen benzeri matrisler ele almmg idi. Bunlar,
¢ok katll Szdeferler halinde bile, n adet lineer bagimsiz vektoriin var
-oldugu n-sirali matrislerdir. Bunlar, matrise has genellikle dar acih bir
‘eksen sistemi yani, Szeksenler sistemini olugtururlar ki burada matris,
tzdegerlerinin A = Diag (}) kogegen matrisinin ozellikle basit geklini
alir. n adet bagmsiz Szdegerin varh@mdan, Szdeger probleminin hem
-teorik ve hem de pratik incelenmesi icin egit dnemli bir seri Szellik bu-
lunmusdur, Ayrica cok kathlifl », olan bir M, cok kath Szdegeri igin
karakteristik matrisi A — M, nin d; < p, rank diigmesi gdsterdigi ve
boylece biitiin zvektorlerin var olmadig1 matrisler de goriilmiig idi. Bu
tip matrislerin benzerlik déniigiimleri ile ktsegen sekilde getirilemeyece-
gi. de belirtilmis idi. 16.2 de gdsterildii gibi, normallegtirilebilen matris-
lere dzdes kogegen benzeri matrisler smifimn kargisina bagka matris
siniflart gikarlar. Bunlar i¢in matrisin, A kogegen gekline donlismig
“normal gekil” problemi ortaya gkar, bu kdgegen benzeri matris ha-
linde, Szdegerlerin kogegen matrisi 6zel haline ddniiglir, genel olmayan
halde matrisin A saysal 6zellikleri olarak oOzdegerler yanmda i¢ yapt-
s “striiktiiriinti de belirtir. Bu aym zamanda, ¢ok katl ézdegerler ha-
lindé 8zvektorlerin beklenen sayis1 yani karakteristik matrisin rank dig-
mesi hakkinda da bilgi verir. Tiim diigiinceler yalmz cok kath dzdeger-
lere sahip matrislere aitdir. Zira farkh karakteristik 3, katsayili olan
bunlar kendilifinden kégegen benzeri matrisler simfina aitdirler. Ayrica
su soru ortaya cikar : d ;<< P halinde tam olmayan Ozvektorler sistemi
n bagimsiz vektdrden olugan tam sisteme, vektorlerin matrisi yine X mo-
dal matrisinin yani, normal gekle benzerlik déniiglimiinde doniigiim mat-

risinin roliini oynamak iizere, ne rekilde doniiglir? Ozvektérler icin

“gna vektérlerin” ortaya ciktig1 ileride gdriilecekdir, bunlarmn bir Gzel
halidir.,
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18. Minimum ‘Denklemi, Karakieristik ve Smmiflandirma.

18.1. Minimum Denklemi.

Burada, matris striiktiirii ile ilgili sorular igin, matnsm 14.3 de ve- .
rilen minimum denklemi

m(A) =

s ‘ 1)
yani, yine orada ele aliman Caylay - Hamilton denklemi

[p@)=0| @

diginda, A matrlsmm sa,gla.d1g1 en kiiciik dereceli polirum denklemi ile
fikri verir. Burada

pM=detQI—A)=I""F+ g, 1M T4+ ..+ aih+ @ (3)

karakteristik polirum, buna kargsihk

mA) =M+ b AT L B A+ By @)
matrisin, daha ayrmtih karakterise edilecek olan “minimal polinomu”
dur. Bu minimal polirumun m derecesi igin, kogegen benzeri matris ha-
linde farkli A, ozdegerlerinin s sayis: bulunmug idi, bu degerler m(3)
nin sifir noktalari oldugundan, bu sifir noktalam burada tek kathdir.
Bu duruma kogegen — benzeri matrislerde artik rastlanmayacakdir.
Minimal polinomun sifir noktalar: yine S adet ézdegerdir ancak, bunlar,
M; ¢ok kathlifina sahipdirler ve artik 1 e egit degilde,

‘léugépa ®

smirlar1 arasmda bulunurlar, bdylece minimal polinomun y derecesi igin
genel olarak

|sSm§fn‘ - 6)

smirlar1 cikar. Yalmz kogegen benzeri matrisler halinde s = m, aksi
halde s < m gegerlidir. '
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Once minimal polinom igin agagiwdaki iki teorem verilecekdir.

" Teorem 1: f(A), f(A) =0 yapan bir polinom ise f(1), A matrisinin
m(}) minimal polinomunun gok katidw yani m (1), £(2) mn bir bolenidir :
f()) polinomu, m (1) ya faktdr olarak sahipdir.

£\ :m (1) boliimiinde bir kalan olsun yani, m () dan daha kiigiik de- ]

receli r(}) kalanh
fFA=qgMmQ)+r()

gecerli olsun. Burada i yerine A. konulur ise, £(A) =0 ve m(A) = 0 ne- |
deni ile, r(A) = 0 clde edilir. Fakat hipotez geregince m{(}), A ile sifir 3

olan en kiiclik dereceli polirum oldugu i¢in r(}) = 0 olmahdir. — Boy-
lece kara.kteristik polinom p(X) igin su bulunur :

Teorem 2 : Minimal polmom m(), kara.ktenstlk polinom p(l) nin bir b5~

lenidir.

kisi arasimdaki bagmtiy1i ve ayrica, karakteristik polinom ile mini- A
mal polinomun ne zaman farkh oldugu, ne zaman m < n oldugu yani A §
matrisinin ne zaman kiiciildiigit sorusuna cevabl agagidaki teorem ve- §

rir :
‘Teorem 3 : n-sirali bir A matrisinin C=C(1) =X I — A karakteristik mat- -;
risinin biitin (n— 1) - siral alt determinantlart ortak bir bélene sahip ve -
en biiyiik ortak bélen q()) ise, minimal polinom '
v pN) 4
m(h) = fF—— 7
| m=253 . M
dir. '

Ispat goyle verilecekdir.! q(1), © nin (n—1) siral alt determmantlarl- i

nm yeni C,, nin elemanlarnin ortak bileni olsun bdylece

: Codj = qIVMQO) @ |

pulunur, buradaki M(3) polinom matrisinin elemanlar: ortak éarpanh .
degildir. Bu durumda p()) = det C de gq(i) ya bolinebilir zira p(d}, 4
C nin bir satirma (siitununa) gore acllmaktadr yani bu satirin (sutu- 4

nun) alt determinantlarmm carpimlar toplamidir :

I W. Grébner : Matrizienrechnung [8], §. 135-136 dan almmig ispat,
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pOY =g m (). ®
Boylece: C.Cot; = q(ACM=pMI=gMWmMI ‘
=(I-AM=mOL
m(A) =

veya

olur. Burada A yerine A konulur ise,
m(A) =0,

cikar yanizl(l), minimal polinom m(}) mmn bir gok katidir.

Diger tarafdan, teorem 2 uyarinca

p() =gR)mO). ' o
(4) denklemlerinden '

m )= E— A™) + by I —

mMWI—m(A)= A" 4+ .
yazilir ise m(}) nm, Al — A ya béliinebildigi anlagilr.
mO)I= I — A)N Q. LA

q() ile carpilarak

pMI=gM QYL —ANK)

" bulunur.

p(}b)lz 0.0,14]'5 (KI et A)Cadj

-gtkamlarak

0=0I-A)[g)NQ) — Ceajl-

. elde edilir. $imdi keyfi parametre 1 halinde (\I— A) tekil olmayan mat-

risdir (yalmz A, kokleri igin tekildir.) Buna, gore koseh para,ntez sifir
matrisine egit olmahdir.
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qONO) = Coy-,

- yani (I(l), C,,; nin elemanlarmin bir bélenidir :

q(1), en bilyiik bolen olmasa idi, derecesi g(X) den kiiglik olurdu.
Fakat bu durumda, denklem (9) ve (10) nedeni ile m}) f)olinumunun
derecesi, m(1) mn ¢ok kati olan, m()) nmkinden bityiik olurdu. Yani
denklem (10) daki q(1) ¢arpam gercekten C nin v(n—1)-sirall alt deter-
minantlarinm ortak ¢arpami q()) dir yani teorem 3 ispatlanng olur.

Nihayet matris denklemi (11) de determinantlara gegilir ise,
(m Q)" =pQ)detN(\), ]

cikar ve buradan gu anlagilir : p(}) nin her sifir noktas: A s m(}) mini-
lmal polirumunun sifir noktasi da olmak zorundadir. Bunun tersi m(})
nm her sifir noktasmin p(d) nin da sifir noktas: olacag1 (7) den anla-
giir ve agagidaki teoremler elde edilir : ' -

Teorem 4 : Imkan oranmda farkli ¢ok kathlik halinde karékteristik poli-
nom p(i) ve minimal polinom m{}) aym sifir noktalarma sahipdirler.

Teorem 5 : Matrisin gok sayida farkli }; Szdegerleri var ise, minimal poli-
nom ile karakteristik polinom gakigirlar, m(d) = p(})

Buna kargilik karakteristik denklemin cok kath kokleri vir ise mi-
nimal denklem karakteristik denklemden daha kiigtik dereceli olabilir an-
r:'ak bu gerekli degildir. Matris p,Z 1 cok katli S adet farkh X, Gzde-
gerine sahip olsun. Aym 6zdegerler ve yalmz bunlar minimum denkle-
min de kokleridir. Cok kathlhk burada u ¢ £ Poolsun. Bu durumda iki po-
linom da lineer carpanlar cinsinden '

p()\.):()\.——)\q)‘”‘ (l-—)\,g}“"-’-...(X—ks)Pa (12)
m M) = (b — MM — Rz, (L — R, )M (13)
olarak yazilirlar ve | |
Pr+p+...+p=n (19
Wtpet ..t =m (15)

bulunur.
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m < n halinde m(3) da var olmayaﬁ lineer carpan kuvvetleri, ka-
rakteristik matrisin (n —1) - swah alt determinantlarimn gq(3} ortak

béleninde bulunurlar :

g ) = (0 — hy)Pr=ui (A == Rg)P2—b2 (A — A)PL e (16)

purada carpanlarm bazlar, érnefinp, = bz olanlar 1 e esit olabilirler. ‘

Fakat 1 den farkh bir q(X) bdleni var ise, bu en agagl bir tane == 1 gar-
pana sahibdir. Bu A =k, Lkokil igin karakteristik determinanfin yanmn-
da, biitiin (n—1) - swral alt determinantlari da sifir olur yani bunlarm

rank diigmesi d, 1 den bilyiikdiir ve ilgili ¢ok kath kék igin yalmz bir

bafimsiz Szvektdr yokdur. Yani gunu s@yleyebiliriz :

Teorem 6 : Bir matrisin minimal polinomu m()) ancak ve ancak, s adet
farkli A, ozdegerden herbiri igin bir tek lineer bagimsiz 6zvektor var ise, .
karakteristik polinomu p(}) ile gakisir ancak bu durumda matris kiiciilen
matris degildir. Matris kiigiilen matris, yani m < n ise, ¢ok kath Gzdeger-
lerden en asag1 bir tanesi igin, birden fazla lineer bagmmsiz dzvektdr var-
dir. Ancak Szvektdrlerin tam sayisi i¢in su anda bir sey sOyleyemeyiz.

18.2 Determinant Bileni, Elemanter Polinom ve Elemanter Bdlen.

Bu sorunun cevaplandirilmas: igin karakteristik matrisin (n — 1) sI-
rali alt determinantlarmin, minimal polinoma gétiiren, max. ortak garpani
q()) yanmnda difer alt determinantlarin max. ortak garpanlari yani, bu
tip bolenlere sahip olduklar: siirece, O(1) = AI — A karakteristik matri-
sinin T, determinant bdlenleri de bilinmelidir. Yani

T\, C(X) nm biitiin elemanlarimn max. ortak bdleni
T., C nin iki sirall biitiin ait determinanilarmin max. ‘ortak béleni
Tot = d(3), € nin (n— 1) sirali biitiin alt determinantlarmm max. ortak
: béleni
T, = p(Q) det C(x) = det (\I—A) olsun.
C()) matrisinin 6zvektorlerin sayisim veren rank diismesi A =X,
ozdegeri icin d, ya egit ise, C(My) nin (n—d,; -+ 1) sirah biitiin alt

determinantlar1 sifir, buna karsihk % —d, = 7, sirah bolenlerden en aga-
&1 bir tanesi £ 0 olmahdir. Yani T._ay + 1 determinant béleni, (A—"h; )

¢arpanma sahip olmalhdir,
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Simdi biitiin iki swrall determinantlar, max. ortak bélen T, li ele-
manlara sahip oldugundan T, de T, nin bir bidlenidir. Aym sekilde T,
de T; iin bir hélenidir. Zira agimm teoremi geregince ii¢ siral: alt deter- §
minantlar, lineer olarak iki siralilardan olugurlar vs. b nin a mn béleni |
olduguna igaret eden bfg sembolili kullamlarak, '
}Tl T : . IT. (7
yazllabilir. .

Bu determinant bélenleri, 10.3 de verilen Smith normal formunun '
£, elemanter polinomlarina (invariant ‘garpanlarina) siki sikiya bagh-
dir. 7, nin boliinebilme &zelligi nedeni ile determinant bélenlerinin oran- :
lar1 yine A cinsinden polinomlar ve bunlarda E. elemanter polinomlar- §
dir ; :

v=12...,n, as) %

3

v—1

bu bagmtl To = 1 konulmas1 halinde, y = 1 igin de gegerhdlr Béylece -
, -ler agagidaki gibi bulunurlar f

T1 = E] )

T,=FE B .
Ts=H,E:Es (19) }
T —=E K. ..E,

Detemminant bolenleri. 10.3 de normal formun bulunmas: igin yapilan
polinom matrisinin elemanter déniiglimleri halinde kolayca goriilecegi :
gibi, degigmezler !. Bunlar, normal formdan da okunabilirler. Ornegin, ii¢ ;
siralt sifir olmayan determinantlara sahip

B 0
K,
Es
0 FoR

. Bakimz; M. BOCHER : Hohere Algebra [1], 8. 283 - 284,
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normal gekilli bir matrisde
E’132E’3, E1\EyE,, E1\EsE,., E E3E,

pulunur. Bu dort determmantm max. .ortak garpani, 10.3 denklem (11)
ile venlen :

E:l B...E (20)

poliinebilme Szellifi nedeni ile, Ty = K, K, E; diir. — Genellikle, sifir ol-
mayan vy-sirall alt determinantlar olarak

EIIIEI'Z .y EI'V
garpimiar: ortaya ¢ikar ki, burada en biiylik ortak bélen E E, B, =7,
diir. . _ .
E, elemanter polinomlar: icin yukarmda (10.3) geklindeki
By=(0 —A\) evl()\l, — A2, .+ O — A e-\-;s_ |(21)

elemanter bdlenlerine sahip carpanlara ayrilma gosterilmigdi, burada

O~ hy )ovo (22)
~ elemanter blen kuvvetleri igin, denklem (20) nedeni ile,
- €10 £ €20 = (23)

che = @no .

bagintist gegerlidir. ¢,,, > 1 den agagiya dogru, azalan y sayih kuvvetler
en fazla azalabilirler, bu esnada seri zamansiz olarak 0 ile kesilebilir. Her
¢ igin kuvvetler toplamy, ilgili A, &zdegerinin p, kathlifma egitdir :

.t e, (24)

€1g + €30+ = P¢

18.3. Minimal Polinom Rank Diismesi.

Buradan p(}) = T,, q{}) = T,—, nedeni ile teorem 3 geregince aga-

‘§1daki teorem yazlabilir :
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Teorem 7: Bir matrisin minimal polinomu, karakteristik matrisin Smith
normal formunun n-inci elemanter polinomuna esitdir :

mQ) =B, () . “ 25)

m(}) daki birhg sifir noktasmin gok kathiiiy , b, ya ait en biiyilk eler
manter bolen kuvvetine esitdir :

T )

Boylece

Teorem 8: Bir matrisin karakteristik ve minimal polinomlar, B, = m
(A) = p(}) dismda biitiin elemanter polinomlar K, = 1 ise, g¢akigirlar,
E,=m (}) =p (}). Bu durumda karakteristik matrisin normal formu
sOyledir :

(27)
0 E.(\

Rank diigmesi d, ile iigili olarak _ N

Teorem 9 : h =XA, Ozdegeri icin karakteristik matris C (A) mn rank diis-
mesi d; bahis konusu o igin, sifirdan farkl ey elemanter iistel bolen
kuvvetlerinin sayisina esitdir. '

Burada, denklem (24) nedeni gu Onemli teoremler ¢ikar :

Teorem 10 : Karakteristik matrisin rank diismesidy , by ya ait tiim eleman-
ter blenler lineer yani €, = €,_4 =...= €, _, =1 158 Ay bzdege-
rinin P, ¢ok kathlifina esitdir. Ancak bu durumda p, -katli ﬁzdeﬁer. igin,
lineer bagimsiz Szvektdrlerinin tam P, sayis1 vardr,

Teorem 11 : n-sirali bir matrisin, karakteristik matrisin de yalmz, “lineer

elemanter bélenler” olmast halinde, n adet lineer bagimsiz dzvektorii vardir,

- Boylece bu yalmz lineer elemanter bolenler hali zel bir anlam
kazanw. 14-16 da ayrilan, “kdgegen benzeri — normallegtirilebilir mat-

o e

s i o
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rislef” siifll bu &zellige sahipdir zira bunlar i¢in daima n-adet lineer
bagimsiz 6zvektdr vardir. Yani gu yazlabilir :

Teorem 12 : Bir A matrisi, karakteristik matrisinin yalnz lineer elémanter
bélenlere sahip olmasi -halinde, benzerlik doniisiimi ile Ozdegerlerinin
kissegen sckline getirilebilir,

A = Diag (M)

18.4. Bir Matrisin Karakteristigi ve SBumflondirilmas,

Farkl Aq bzdegerlerine ayrimig ey, elemanter bélen kuvvetleri
agagidaki sema ile gisterilebilir, ‘

A A b
n Eyy [ 8," m
ﬂ—“l By_1,1 Cpa,:2 Cui, s e
) 2 y 8 | L

Itk satirlarin, ayn: zamanda minimal polinomdaki sifir noktalari-
nin [y ¢ok kathliklarmin da gosteren toplarm bu polinumun n derecesi-
ne, her siitunun toplam ilerici 6zdegerin p, _cok katlilifma, nihayet p,
larn toplami n ye egitdir. Her ¢ siitununda ortaya c¢ikan, sifirdan farkl e,
kuvvetlerinin sayisi ise, A, I — A karakteristik : matrisinin d, rank diig-
mesini gosterir. '

Bu gemaya “matrisin (Segre) karakteristifi! adi verilir.

ve kisaca gu gekilde goésterilir :

[(8111 Cn_1s14 -) (en‘l €n_142. . ) ces (ens €n_15s - -)]1 (28)

Yani aym A\, ozdegerinin kuvvetleri, azalan sirada, ortadan yazlr ve
yuvarlak parantez ile belirtilir, Bir », icin bir tek bzdeger olmas: ha-
linde parantez ortadan kalkar. Biitiin bu parantez igindeki veya basit
sayilar kogeli bir parantez cifti icine almr,

'L SEGRE, C.: Atti Accad. naz. Lincei, Mem, IIL, H., 19 (1884), 8. 127 - 148,

L
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Ornegin [(221) (31) 21],p =5, pr=4,p5= 2,p =1 cok kath

— ) Ozdegerlerine sahip n = 12 swah bir matrisin karakteristigidir,
bunun igin toplam 7 adet lineer bagimsiz ozvektor vardir. Ayrmtili {is-
lerin gemas: gdyledir :

»= 12 2 3 "2 1 m=§
11 1
10 1
Pcr 5 _4 2 1 n=12
dy 3 2 1 A 7

Minimal - ve karakteristik polinoinlar su gekildedir.

) = (b A (A (b A (A—24)
pU) = (F—2)f (A— At (A — 2P A— 2 -

Elemanter polinomlar gunlardi :

Bio = (h— M)A — 2" (l— 1 (1—2) = {3
Eyy= (A— A) (h— Ay

510_ = (A— A)

EymEy=-=FE =1,

Elemanter bolen kuvvetleri gemasi olan karakteristik, hemen go-
rillecegi gibi, bir matrisin i¢ yapsi, striiktiirit hakkinda tiim bir fikir
verir. Aym karakteristife sahip matrisler “ayn1 smifa ait” kabul edi-
lir : Karakteristik, “matrisleri smiflandirma” aracidir. 14 de verilen ve
teorem 11 ve 12 uyarmea yalmz lineer elemanter bhélenlere sahip olan
kogegen benzeri = normllagtirilabilen matrisler smifi ¢ofu 1 olan ka-
rakterigtikler gosterir : ancak bu durumda e, larm sayisi ve toplam:
birbirine egit olur : matrisin n adet bagimsiz $zvektorii vardmr,

Iki matrisde, karakteristik matrislerinin elemanter hélen kuvvetleri ‘_’
yanmda elemanter bolenleri yani ., 8zdeferleri birbirine egit ise, bun- 4

lar, aym smfli matrislerdeki yalmz esit stritktiirden daha siki bir bag-
hhk gosterirler. Bunlar gosterecegimiz gibi, birbirine “benzer” dir. Yani
iki farkh koordinat sistemine gére, bir ve ayni lineer déniigiimil temsil
ederler. Lineer doniigiim, matris striiktiirii yaninda doniigiimii matrigi-
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nin 6zdegerleri ile bellidir. Bunlar yalmz déniigiimiiniin 8leii saylarini
srnegin dénme acilarim ve defermasyorn Slgeklerini gdsterirler, buna kar-
gk striiktiir matrisin karakteristigi ile bellidir. Bu neden ile striik-
tiir igin A, karakteristik sayllarinin tesadiifi sayisal degerleri tnemli de-
gildir. Bu esnada ortaya cikan donugum dallarmm nedeni ile, A = 0 Ozel
degeri her halde tnemlidir. Bu durumda karakteristikde ilgili kuvvet {ize-
rindeki kiiciik bir sifir ile belirtilir, Ornegimizde ), = 0 ise, karakteristik

221 @i 21
geklini abr.

Bagka bir gdsterilis bir “nokta gemas1” da faydaldir. Belirli birk,
gzdegeri halinde, her v basamagina ait e, elemanter hélen kuvvetleri,
sayilar e, olan yanyana konulmus noktalar ile gosterilir. Bu nokta si-
ralarl, epsya ait en iist swradan baglayarak, tek y basamaklari icin
aralarda sxralamr Ornegimizdeki dort odzdefer icin asagldakl gemalar
elde edilir :

C')zdeger | )b] ‘ Xz | ) }Lg 1 Xq
Karakteristik [(221)| @1 | 2 1
Nokta gema.

e

Burada birinci “nokta satir’” minimal polinomdaki her kékiin ¢ok
kathligim, her nokta satim E, elemanter polinomundaki ¢ok kathhgn,

* toplam nokta sayisi karakteristik polinomdaki ps gok kathhgm gosterir.

Birinei “nokta siitunu” ise karakteristik matrisin d, rank diigmesi’ni
yani i, Ozdegeri icin var olan lineer bagimsiz dzvektSr sayismi goste-
rir. Diger nokta siitunlarmmn anlami 19 da ele almacakdar.

18.5. Matris Ciftleri, Similltane Elkivalentlik ve Benzerlik.

Elemanter polinomlar ve bunlarmn elemanter bdlenleri, 10 daki ge-
nel diigiineelerden anlagilacagl gibi, bir A matrisinin A — I karakteris-
tik matrisi ile smirh olmayp keyfi polinom matrisleﬁne uygulanahilir :
bunlar, elemanlar: parametresinin polinomlar: olan matrislerdir. Bu ne-
-den ile, buradaki gozlemler “genel Szdefer problemi”
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A —rB)x=0 |, (29)

a yani A,B matris ciftlerine uygulanabilirler, burada, yukarda oldugu ®

gibi, parametredeki B matrisi tekil olmayan olarak ongorulur Ozel
.detB = 0. ~ (30)
problemin karakteristik matrisi A — I yerine daha genel olan

‘C=A—-\B (31)

. gecger. .
‘Bu matris, bagka bir deyimle A ,B matris ¢ifti igin, yukarida ol
dugu gibi, karakteristik polinom p(i) = det €, E, elemanter polinomla-

r1 ve elemanter bolenleri ayrica cyyelemanter bélen kuvvetlerinin gema- - &

s1 yani matris ¢iftinin “karakteristifi” bulunabiliv, Bu durumda, yuka-
ridaki teoremlere kargilk gelen gu ifadeler gecerlidir :

Teorem 13 : Tekil olmayan B matrisli bir matris ciftin karakterisik matrisi
A — 2B nin, ) = ) Ozdegeri icin d. rank diismesi, sifirdan farkli e, gele-
manter bolen kuvvetleri sayisina esitdir. A, ya ait clemanter bolenlerin hepsi
lineer ise, bu, dzdegerin b, ¢ok katlilifa esitdir,

Teorem 14 : n- sirali A , B ve tekil olmayan B matrisli genel dzdeger prob-
lemi (29) igin, karakteristik matris A — AB nin yalmz “lineer elemanter
bolenler” ¢ sahip olmas: halinde, n adet lineer bagimsiz Szvektor vard1r

- Eger, aym zamanda

A2=PAIQ

B.=PB:Q (32)

gegerli olmak iizere sabit, tekil - olmayan P, Q matrisleri var ise, A, , By
ve A;, B, matris ciftlerine simultane ekivalent” denir. Bu simultane eki-
valent bzelligi, iki tek matrisin adi ekivalent &zellifinden: ¢ok daha ge-
nig bir pipatezdir. Sonuncu icin iki matrisin rankimn egit olmas: ongo-
riiliirken burada daha genig bir kogulun saglamnasz gerekir. Burada
su teorem gecerlidir :

Teorem 15: Tekil olmayan B1 , B, matrisli A1 , By ve Az ,A2 matris ¢ift-

“ leri denklem (32) anlaminda yainz ve yalmz P ve Q ummoduler polinom
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matrisleri olmak iizere C; = A; — AB; ve C; = A = 2B, karakteristik mat-
rislerin unimodiiler - esdeger -

C,=PC:Q - 33)

olmas1 yani C,, C, karakteristik matrislerini aynmr ‘elemanter polinomlara
sahip olmast halinde simultane esdegerdir.

Verilen kogulun gerekliligi yani denklem (32) den (33) bagintisi-
nin ¢ilkmas:, hemen gdriliir; bu maksad ile, X ile carplan (31) denk-
lemlerinin ikineisi birinciden gikarilir ve

C:=P 01 Q

bulunur, Sabit P, Q matrisleri, sifir dereceli, unimodular polinom mat-
risleri sayiir. Fakat (33) kosulunun yeterli olmadigi yani (33) bagm-
tigimnmm varhgmdan gergek P , 6 polinom matrisleri halinde sabit P, Q
ya sahip denklem (32) nin ortaya ciktigi, burada verilmeyecek olan,
Weierstrass’'a! kadar dayanan bir ispati gerektirir., B, =B, =1 olan
tzel 6zdeger problemi halinde PQ =1 olur bdylece denklem (32) nin
birinecisi bir “benzerlik bagintis1” na doniiglir. @ =T yani P=T-! ve
ayrica A; = A, A, =B yazilir ise gu teorem bulunur.

Teorem 16 : A, B gibi iki matris ancak ve ancak, karakteristik A — Al ve
B — I matrislerinin aym elemanter polinomlara (aym ), 6zdegerleri halin-
de aym karakteristife) sahip olmalari halinde, birbirine, “benzer” dir :

B=T1AT . 34)

yani simultane ekivalentlil, tek matrislerin benzerhk bagmtisinin, mat-
ris ciftleri igin gecerli genellegtirilmesidir.

Nihayet

Teorem 17: Tekil olmayan B matrisli A, B matris ifti, karakteristik
matris A — 2B de yalmz lineer elemanter bélenler bulunmasi halinde, si-
multane ekivalent ozelligi yardinm ile A = Diag ();) kosegen matrislerine
ve I birim matrisine dniistiiriilebilir. :

1 Vgl Fugnote S. 119; aber auch W. GROBNER : Matrizenrechnung [8], 8. 179
bis 181. .
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r

PAQ=A (35)

PBQ:I '

Zira yalmiz bu halde genel gzdefer problemi (28) un, n adet lineer ba-
gimsiz x; 6zvektdrii vardir. Ozdegerlerin tekil olmayan X = (x;) matrisi
ile AX = BXA ozdeger bagmtisindan

X 'B1AX = A,
= X-!B-! halinde, denklem (35) e

déniigiimil elde edilir ve @ =X, P
kargilik gelir,

Cifti olugturan matrislerden birinin tekil olmayan matris olmasi
hipotezinden géyle kurtulunur. Karakteristik matris A — 3B yerine » ve
2 belirsiz parametreli ve elemanter polinom ve elemanter bilenler teo-
‘risinin aym sekilde kurulabilecegi, daha genel xA + 2B konulur. Esas
diigiinceler, Weierstrass uyarmeca det (xA +2B) = 0 seklindeki tekil
olmayan hal simir almr ise, aym kalir, det (xA + AB) =0 tekil halinin
incelenmesi Kronecher’e gider ve burada, alinmamg olan yeni kavram-
Jlar gerektirir.

19. Normal Form Ana Vektérler ve Ana Vektor Zincirleri.

191, Jordan Normal Formu.

Kogegen benzeri = normalize edilebilir matrisleri igin, bilindigi gi-
bi, biitiin uzaya kaplayan Szvektdrler sisteminde miikemmel bir eksen
sistemi - reel simetrik halinde asal eksenlerin ortaganal sistemi- vardir,
burada matris dzellikle basit A= Diag (};} geklini alir. Simdi n adet lineer
bagimsiz Ozvektériin timiine sahip olmayan daha genel, kdsegen ben-
zeri olmayan matrisler halinde zvektdrlerin lineer vektérel sistemini
yani k< n boyutlu bir alt uzayr dolduran bir sistem aranmaktadir.
Sunlam soralim :

1—) ‘Kogegen benzeri olma.ya.n matrisler ve bunlarda bulunan lineer
déniigiimler icin, matrisin A kdgegen gekline kargilik gelen &zellikle basit
bir gekil yani “normal form”u veya “kanonik form”u aldig1 belirli mii-
kemmel bir esas sistem var mudir ve bunun ifadesi nedir?

1 P. Muth: Theorie und Anwendungon der Elemanterteiler. Leipzig 1899°’a ba-

kimz,
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2—) Bu durumda A matrigini, T-'AT benzerlik ddniigiimii yardimi
ile normal gekle sokan bir doniigiim matrisi T var midir. Bagka bir de-
yisle x; tzvektorlerinin tam olmayan sistemi yerine, matric normal for-
mu almak iizere, t; lineer vektorlerinden olusan hangi sistem geger?

Birinei soru halinde kolayea goriiliir ki normal form, genel kégegen
benzeri olmayan matris igin artik basitkdgegen matris A = Diag (&)
olamaz. Zira bu durumda ayn dzdegerli fakat farkh yapilma matrisler,
normal formlarimda aywrdedilemezler. Yani normal formda, dzdegerler
ile verilen “sayisal ézellikler” yaninda matrisin karakteristik ile belli” i¢
yapl Ozellikleri” de tek anlamh olarak ifade edilmelidir. Ikigi de yani bir
matrisin dzdegerleri ve karakteristigi, son boliimdeki teorem 16 uyarinca,
benzer invaryantdir. Ozdegerler ‘“niimerik invaryentler”’a karakte-

* ristik gemasi ise daha az Onemli-olmayan matris” i¢ yap invaryantlari”

In yani, matrise‘kargﬂlk gelen lineer doniiglimii tamamen belirten, &zel-
likleri gésterir, - Ozdegerleri ve matris i¢c yapisim gosteren ve kogegen

- benzeri matris halinde, kendilifinden kogegen gekle girer boyle bir formu

“Jordan normal form”u denir! A matrisinde p cok katlibkl s adet fark-
hh ) dzdegeri var ise, Jordan matrisi sdyle olur :

[ 0
= T 1)

U
Buradaki J,alt matrisleri p,-sirahdir ve kare alt matrislerden olugur-

lar. A — I karakteristik matrisinin ryyrankina sahip d;=n — r;adet si-
firdan farkhi €,,  €,-.1 ¢, ..., €ry+1,c clemanter bolen iistleril, ya ait

ise, J, su sekli ahr :

LY

B J ' -0
a,=| eio . - ®
0 Jro‘—l—-l,a‘
‘nihayet e,y sirall J,, alt matrisleri gdyledir : -

1 Jordan, C.f Traité des substitiltions et des 6quations algébrxques Livre 2
S 88 - 249 Paris 1876. .
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Ny 1 0
Yy 1
3, = : E @)
[0 Ao

Toplam matris J, bu “elemanter kisimlarin” (3), kdgegen geklinde yan-
yana getirilmesi ile olugur, bunlarin kogegenlerinde ), Ozdegerleri, ayrica
tist yan kbgegeninde e,;— 1 er kere 1 vardwr. Lineer elemanter bolen
eye=1 hali igin, (3) elemanter pargasi tekA, elemamna indirgenir ve ta-
mamen lineer elemanter bélenler halinde Jordan matrisi J, kdsegen
matris A = Diag (%) seklini alr. :

Farkli ), ... . bzdegerleri yerine kisaca a, b, ¢, d yazilir ise, § 18.4 de
verilen karakteristik Srnegi [(221) (31) 21] igin su Jordan- matris
elde edilir.

Te’r = 7~ 7
[0 a !
I atl |
| Qa |
|
510 |
J = lob 1 |
- 008 |
Ll
|c1|
|Oc[
0 Tdl
Teorem 1 Keyfi kare matris A
JF=T1AT ~ 4

benzerlik doniisiimii yapilarak, (2) nin basamaklan ile A — A karakteris-
tik matrisinin elemanter bSleninin eyy swrall (3) elemanter pargalarindan
olusan, (1) Jordan normal formuna sokulabilir.

Ispat icin sunu gostermeliyiz.: Normal formun karakteristik mat-
risi AI — J ile baglangic matrisi A ya ait \I — A aym E elemanter po-

| e TR o ¢ SHOAR T Lg% e s v i

i U 5~ ot A e it 55
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linomlarma sahiptir. Satir -ve uygun siitun degigtirmesi ile 6nce, y-niin-
¢ii E, (1) elemanter polinomuna ait d,;kismi matrisleri

d1 0
I = e,
’ 0 Iy

matrisinden toplanir, bunun karakteristik determinanti, 'giiﬁilecegi gibi,

det (VI —J3) = (L — M)V — M) 2 . . (A—Dh) Vs = B ()

dir. Bu aynizamanda J *ntin minimal polinomudur. Zira A = A, halinde,
Al — Jelemanter pa.rgalamndan birinin birinei bir alt. detlrmmantl el-
de edilir: Bir sira daha az olan biitiin bu alt determinantlarin en biiyiik
ortak boleni 1 dir. Ve boylece, 18.1 teorem (3) uyarmea J; niin minimal
polinomu ile karakteristik polinomu cakgir. Boylece Al — 3, niin Smith
normal formu
) 1 0
1
E,(\)

N, =

olur. Satir- ve siitunlarin degigtirilmesi ile AI — J toplam matrisinin Si-
mith- normal formu bulunur, bu ise A — A deki aym E,(3) elemanter

_polinumlarina gahibdir. Buradan, 18.5 teorem 16 uyarinca ileri siiriilen

teorem 1 cikar.

Bdylece bir matrisin hem sayisal ve hem de ig yapis: ile ilgili ozellik-

~ lerini gdsteren ve kdgegen benzeri matrisler de A = Diag (1) kdgegen

matrisinin genellegtirilmesi sayilacak olan normal forma ait ilk soru ta-
mamen cevaplandirilimg olur. Bir matrisin Ozdegerleri ve karakteristi-
£1 - elemanter pa.rgalarmm s1rasl dlsmda Jordan ma,trlsml tek anlamh

, olarak belirtir. -

19.2. Sad - Sol Ozvektérlerin Ortogonalligi.

J Jordan formiiliinii veren T doniigiim matrisinin olusturulmas igili,
ilk defa 13.4 de verilen, bir matrisin sag - ve sol 6zvektdrlerinin ortogo-
nallii yani bunlara ait
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Ax=Ax

YAy (®)

dzdeger problemlerinin ¢éziimleri Snem tagir. Orada, A = A, gibi farkh
dzdegerler icin daima y/'x, =0 olacag bulunmus idi. Kdsegen henzeri
mairisler halinde ayrica su bulunmug idi : - ok katl dzdegerler icin de -
x; , y; vektorleri,

Yixi = Outer (6)
yani oOzellikle
y’; x; = 0 {6a)

olacak sekilde secilebilirler. Burda incelenecek olan ve karakteristik mat-
risleri lineer olmayan elemanter bolenler gosteren, kégegen benzeri ol-
mayan matrislerin genel hali icin, gosterilecegi lizere, daima X, ¥: vek-
tor ciftleri vardir ve bunlar igin denklem (6-a) yerine,

lyixe=0| . o )

gecerli olur. Hisit 6zdeger. halindeki bu ortogonallik, burada tam ol-
mayan Szvektorler sisteminin tamamlanmasi igin onemlidir. '

Sartlarin anlagilmas: igin, bilhassa agik olan matiis normal sek-

linden faydalamlir. x ve y vektorlerine, “kontragradyent. doniigiim” (ba- ¥

kmiz : 5.5)
x=T% Ty=%, ®

uygulanmir ise - ki bu skalar carpimlar invaryant yapar :

yx=y T Tx=y X _ 9

-bir tarafdan ortogonallik gart1 korunur. Diger tarafdan denklem (8)

in, denklem (5) de yerine konulmasi ile

T-1ATX = MX,

’

¥ T'AT = Ly

[
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elde edilir. A,d ye doniigecek yani T-'A T = J olacak gekilde T segil-
mesi ve 37:,5'1 yerine x,y yazilmasi halinde, - () denklemlerine kargihik
gelen bagntilarin normal gekli elde edilir : ‘

Jx=2Ax

Burada Elenklemlerin ikineisi transpoze edilmig sekilde yazlmisdir. Béy-
lece agzagld.a.kl 1ncelemfa1er icin matrigin J normal sekii esas ahnabilir.

Once basitlik igin, verilen elemanter bélen iistleri e,; = ey halin-
de matrisin p = n cok kath tek bir ), dzdegerine sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda ) = A; e ait karakteristik matris C =dJ — 31 nin
ana kogegeninin elemanlar sifirdir ve, lineer olmayan elemanter bolen-
ler e, > 1 ortaya qiktigl miiddetce, sagda sifirmn (e, —'1) adet 1 vardir
.bl‘ma. kar§1111; geri kalan elemanlarin hepsi sifirdir, Ornegin (' (321) )’
igin.

Bu durum ©Cx = 0,0y = o Ozdeger denklemlerinden, C veya C'daki
2+1 veya Esiitununda 1 bulunan her xp..; veya yp bileseni icin

: X 4+1=0, yo =0bulunur, buna kargiik C veya (' nin siitunlarmda sifir
elemanlarma sahip diger bilegenler keyfi degerler olabilirler. Yalmz k-
neer oI.mayan elemanter bdlenler var ise, sifira egit olmayan her x; = 0
bilegenine bir y, =0 bilegeni kargiik gelir ve tersi de gegerlidir. Yani

;u hald(-a, i =k de dahil, her i,k i¢in ¥/ x; = 0 ortogonallifi gecerlidir.
almz lineer elemanter bilenler var ise yani C ve ¢’ matrislerinde aym

BT ETY - § .
situnda sifir doguran 1 yok ise aym j numaral, sifirdan farkll x,, v,

biéesenlerl'{i ve, ¥i x; =« 0 olmak izere, x;,y; ciftleri ortaya cikabilir
-3Sonug kolayea, i, diginda ), Gzdegerleri de bulunan dah ,
genisletilebilir, S faha gonel hale

P
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Teorem 2 : Yalmz ve yalmz bir ig szdeger igin egy=1 vekt"dr giftieri var-
dir ve
y',- X; 7 0.
dur.
Vukarida verilen drnek igin szvektorler olarak
c 1
0o 1 1 0
10 ,
0 c
¢ o 1 0
' 0 1 0
0 0
1 0 0 0 0 O o 01.0 0 0
xl0 00 41 00 o0 001 0|y
'0000‘01 o0 0 0 0 1
x|+ 0 0 « 0 = 0 0 =« 0 =« = |¥
elde edilir.

19.3. Weyr Karakteristikleri.

Tam olmayan ozvektor sistemi halinde T
turulmas: icin gu tahmin yapilabilir :
dbniiglim matrisine girerler yani tam olmayan
gekilde tamamlamak bahis konusudur. -Sox:u
katll Szdeger X igin A matrisine ait ve eksik
bilen ve boylece doniigiim matrisinin

déniigiim matrisinin olug-

Var olan 9zvektdrler bir gekilde

tzvektdr sistemini uygun
sudur : d <p halinde p-
szvektorlerin yerine gege-

bos yerlerini doldurabilen bhagka

vektorler var mdir? Bu durum gercekten bahis konusudur. Ozvektorie-

rin genigletilmesi
tarafindan incelenmis

“ang vektorler” geklinde olur Bunlar ilk 6qce E YVeyr
olan! ve kendi adi ile tanman ikinei bir stiiriiktiir

invaryant1 teoremine, Weyr karakteristiginin bulmasma yarayan bir

igleme dayanrlar. Karakteristik matris A —A X nm rank dﬁgmﬁsn dg, -
halinde, bu e,; her bolen iistleri ile belli basamaklarina . gore de-

doe<po
vam eder.

1 Weyré, E.; Mh. Math, Phys. Bd 1. (1880) s. 163

-236.
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Bu olaymn incelenmesi igin yeni A matriginin en basit 'sekli olarak,
Jordgn matrisin 4 kullanlir. p, ok kath verilmig e,y elemanter bilen
{islii belirli bir A, Ozdegerini gbz tniine alalim, Bu durumda karakteris-
tik matris 4 — ;I da, ¢ indisli d,ckatlarmda A késegen elemanlari, ek-
gikdir ve geriye e,q- sirall kutular kalir: ' ' '

010 ... 0
001 ...0
Kyg={. v v v v v b

000 ...1 [

0 00 ... 0
Herbir kutunun ranki-eys—1, yani rank diigmesi-1 dir. Karakteristik
maftris J — ;I mn tiim rank diismesi, Kyskutularinin sayisina yani,Ag
ya ait ey, elemanter bélen iislerinin sayisma esitdir. i, ya ait tiim kuv-

vetler e,,= 1 olmas1 halinde bunlarin sayisi, pstoplamina egitdir ve do-
layisi ile d, = pydir, 18.3 de belirtildigi gibi.

Karakteristik matris § —A,I nm ve dolayis: ile kendine benzer
A — %I matrisinin rank diigmesi, d, < p,igin yani lineer olmayan ele-
manter bolenler halinde karakteristik matrisin kuvveti alinarak, bilyii-
tiililr (iki matrisin kuvvetleri de birbirine benzerdir!)

(11)

Bu arada, J — i IyL olugturan kutularin ve, i degerine ait X, ku-
tularininda kuvveti almir.K,,;*, K3, ..., kuvvetleri, K,,dan gtyle bulu-

- nur : 1- swalam saga dogru bir yer kadar itilir; bu esnada her kutuda

1- elemanlarmnin says1 ve dolayisi ile rank, bir azalir ve, K\?:G kuvveti igin

kutu sifir matrisi olana kadar igleme devam edilir: ancak bu e,;=1
halinde tek bir 0 elemanli olmamalidir. Yani her kuvvet almmasinda
4 — I toplam matrisinde, sifirdan farkli kutularin sayisina egit bir rank
diismesi ortaya cikar gartlar en bagit olarak, 18.4 de verilen elemanter
bélen kuvvetlerinin “nokta gemas1” ile aciklamir. Ornegin incelenen 2
sayisy igin e, =5,4,2,2 kuvvetleri yani [...(5422}...] seklinde bir
karakteristik var ise, sema sbyle olur : ‘

-----

Matrisde 6nce, var olan e,,sayisina yani birinei nokta siitunundaki nokta
sayisina egit bir rank diigmesi vardir, drnegimizde bu 4 dlir. (§ — ;)2
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nin bulunmasinda sifirdan farkll her kutunun rankl bir kilciliir, rank
diismesi ikinci nokta stitunundaki nokta sayis1 kadar artar; 6rnegimiz-
de. 4 den 8 e cikar. Ornegimizde gimdi son ki (iki.siral) kutu sifir ol-
mugdur ve (J —ieD)? iin bulunmasinda, 1- elemanlarmma sahip ilk iki
kutu daha fazla rank dilsmesine sebeb olurlar boylece rank -diismesi
. ficiineii siitundaki nokta- sayis1 kadar yeni 2 artarak toplam 10 olur vs;
yeni karakteristik matrisin kuvveti alinarak, rank diigmesi ylkselmesi
gbyle bulunur : satirlarm nokta sayisi ey kuvvetlerine egit yapilmak {ize-
re, belirli bir karakteristik saysinm e, elemanter bilen kuvvetlerinden -
nokta gemas1 uyarinca, soldan dogrulugu, “siitunlarin nokta sayis1” ola- |
rak elde edilir. : '

(A — A7t den (A — Aot ya gegigde rank dilgmesi artigi genel 7
olarak ay; ile gbsterilir ise, agagidaki ardigik rank diigmeleri bulunur :

A —) I nin rank diigmesi ey = ds - \
(A -\ D)? nin rank diigmesi &, + &g ' .

(A —X1)° nin rank dilgmesi og1 + Gy + 0y3
G ‘ a g o

(A — ), D"¢ nin rank digmesi ¢414 0gg + ... T+ Ooug= P,

Nokta gemasmdaki slitunlarin nokta sayismma egit olan, Weyr'in, _-
verdigi bu 6y sayilart A matrisi igin “Weierstrass” elemanter bélen ist- f
leri kadar karakteristikdir. Bunlara “Weyr karakteristikleri” denir ve }
bunlar, tanmimlanan basit gekilde bagh olduklan ey; kuvvetleri gibi, mat- }

risin striiktiir invaryantlar: igin ikinci bir teorem verirler. - Ornegimiz- § ‘,:,_

de bunlarm degerleri 4,4,2,2,1 dir. Bunlarin toplami - kuvvetlerinki |
gibi- ps gok kathli¥ma esitdir. ' Lo 3

Cg1+ Cgot o lop = Po - (12)

¥

tyy Saylar da., yitkselen mertebe halinde, en fazla azalabilirler,:

Gg=tigl = CggZees Z Ogy, Z 1, (13) §

bu durum, e. larin uygun Hzelligi halinde, nokta gemasmdan anlagilir. - §
Nokta gemasinin tek bir siitun oldugu tamamen “lineex” elemanter bi- §
lenler 6zel hali igin @y, = d¢ = psr gegerlidir : buna karsihk bagka Cgrif
yokdur. Buradan su teorem bulunur : ' : . 4
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Teorem 3 : A matrisinin A — I karakteristik matrisinin bir ), 8zdegeri igin
yalniz, ikinci derece matrisi (A —XK)? nin ranki A —A oI matrisinin ran-

kina esit ise, lineer elemanter bolenlere sahipdir.

Bu sorunun pratik cevabi, biraz sonra gorilecefi gibi, biraz degi-
gik bir yoldan daha rahat verilebilir. (s, 200).

19.4. Ana Vektorler.

d; < pshalinde karakteristik matrisin kuvveti alimarak rank diig-
mesinin yiikseltilmesi, p; — kath Gzdegerin eksik 6zvektorleri yerine

A-AD'x=0| T=1,2...,0s, (14)
denklem sistemlerinin - ki .bunlar
(A-A,Dx=0

bzdeger denkleminin yerine gegerler - ¢éziimlerinin konulmasm akla ge-

© tirir. « = pigin denklem (14) deki katsayilar matrisi p,rank diigmesine

sebep olmugtur. Bylece bu en yiiksek kuvvet i¢in tam p, adet lineer
bagmmsiz x ¢oziimleri bulunur. (14) denklemlerinin cdziimlerine A mat-
risinin “ana vektdrleri” haita, x7ile gisterilen” < basamakll ana vek-
térler” denir :

A=A, D’x"= 0|,

(A-A D" 1x% 0|, (15)

Bu anlamda ézvektorler, 1 basamaklh ana vektdrler olur.

Bir © basamagmn ana vektorleri aym zamanda bir “ﬁikse ” ba-
samagm ve ozellikle en yiiksek |, basamaginn ¢oziimleridir. Zira denk-
lem (14) den :

(A=) Duy XT= (A= 1 Do~ [(A-) DTx~]=0.

Q{I_Kar. Denklem (14) deki tek sistemlerin tiim gﬁzﬁﬂeﬁ biylece en
yiksek kuvveti (r = pg) denkleminin genel ¢oziimiinde vardir.
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A-A DrxT= (A=) I —0[(A —h,Dex7]1 =0

den p'< < igin kogeli parantez igindeki ifadenin t — p basamakl bir ana
vektor gosterdigi bulunur :

(A=A, DOx"=x""¢, o< (16)

dzellikle buradan p =1 halinde, ardigik basamakll ana vektorler igih su
tnemli “formil” cikar : .

(A—)\-O-I)XT:X‘C—I x’:l;z’--';U'o': (17)

bu, x* = o halinde, t =1 yeni dzvektorler icin de gecerlidir. Yani ardl-
sik basamakli ana vektorler oradada gu formiil takimindan bulunurlar :

(A—XrDx'=0 (17.1)
(A — hpDx2=x (17.2)
(A — A DxP=x ' (17.3)

Simdi, birineisi diginda, (17) denklemleri, tekil (A —)/I) katsayilar
matrisli hemogen olmayan denklem sistemi olugturanlar. Ancak bu denk-
lemler, 8.2 teorem 8 den bilindigi gibi, yalmz ve yalniz agagdaki halde
birbirine uyumludur : Sag tarafm x7—1vektorii, tranzpoze homogen sis-
tem :

‘(A'—‘X,,I'y=o‘, L)

n biitiin y ¢dziimlerine yani A matrisinin, Ay ya ait tim y “sol vektor-
lerine” ortogonal olmahdir. {am si_stemlerinin uyum kpsullarl

yy'x":_'x-:O} T=2,3..., (19)

dir. Burada y, (18) in genel cbzlimiidiir.
Ao da lineer olmayan elemanter bolenler var ise yani rank diigmesi

ve bdylece Szvekidr sayisi, Ps GOK kathhgmdan kiigik ise, 19.2 de go-

rildigii, . | :
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y x! =0, ' (19.1)

geklinde x! ézvektorleri vardwr. Ayrica lineer elemanter bdlenler ortaya
cikar ise yani Weyr karakteristigi o, <o, ise biitiin x' dzvektorlerinin
bu kosulu saglanmasi miimkiindiir. Fakat «, > 0 ise, (17.2) nin ¢bzlim-
leri olarak ikinci basamakli ¢, adet x* ana vektdrii vardir ve bunlar. ¢
adet x! Bzvektdrii ile birlikde, rank diismesi o; + «; matrisi (A — A D
olan homogen sistemin ¢oziimleri oldugundan.bu x' ve x? vekttirler(irnin
tiim{i lineer bagmsizdir. - Ayrica o, + a; < p- ise, x2- vektorleri arasmn-
da, yeni uyumluluk kogulu

yxt=0 : (19.2)

mn gaglandigl «, adet vektdr vardir ve bunlardan itibaren denklem
(17.3) uyarmeca figiincii basamakdan ¢; adet x? vektorlerine yilkselme
miimkiindiir. Yine, yukarda oldugu gibi,  + a2 + s adet x!',x?,x3
vektérleri lineer bagimsizdir. o

Ay ya ait nokta gemasi

olan- karakterisitik 6megin L' P (5422)...] igin \,ya ait agagi-
daki vektdr sistemi elde edilir:

1 2 3 4 5
Xt XX 2X1—2Xy
1 2 3 4

Xz > X2 Xz—> X2

1 2

Xz — Xa

1 2
X; = Xi

burada aym i satirindaki x;° vektdrleri, denklem (17) uyarmea, . birbiri-
ne bagldir. Bu tip birbirine bagl ana vektérlere “ana vektor zineiri”
'adlm verecegiz, i. ninci zincirin uzunlugu, v indisi ile i satiri. arasinda’
i=n+1—-y,y=n+1-i bagintis1 olan e, = e,kuvvetine egitdir.
_egbasa.magma. kadar yiikselmeyi miimkiin kilan i. nineci satirdaki bir

s s Tay s " s
X.; vektdriinii de x; ©V ile gisterecegiz
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1e 2e 3o e ay

X, V= X, v-—;.x',\’-—)----»XV (i_:n+1—v). (20)

A matrisine ait “zincir geklinde diizenlenmiis ana vektérlerin” bu toplu-
lugu, aranan doniiglim matrisi T nin t; stitunlarm verir ki bu donugum
matrisimizi Jordan - gekline sokar, Ik 6nce, e. uzunlugundaki, A, ya ait
zinecirlerden herbirini kismu matris T,sda toplayalm :

1e - - ’ )

Ty = (XY, X Ve s XV Y g (1)
burada ¢ indisi, yalmz bir kere para.ntezm arkasma konulmugdur. Bu
Ty¢ matrislerini A

o= (T Lo 16T 955002 A (22)
ve bunlar da nihayet toplam matrisi

T=(T;, Ts...., T (23)

Tnﬂ' —_ (x15 xzs Xas X1 X?s)
Tri-—i g = (X”‘ leo x:m ng.) i

Tn—2 - (xa X3 )
Tn—B g — (X xif)
ile gosterelim. Ornegimizde
ATy, = Oy, x4 Ay, v MY, X ™),

dir. Ancak sag tarafda T,,matrisi ile Jordan - kismi matrisi J,,nn gar-
‘pinu vardr ¢

AT, = Tyg dyg . (24)
Ornek icin yakla.f,uk olarak '

(g X345 X3+ A X2, x30 4 Ay x“,xs"—l—l x44)
2 2 2 2 2

ATn—-l,o‘
L 0
0 M 10 )
(x3* x5 xq* x3%) 0 67 Ay O = Tn—%,o"’Jn-—-l,o’V
0 0 0%, '

Boylece AT =T4Jd veya

bty ares

st PR o e

By AT

i
3

3

E

T-1AT =7 ‘s

pulunur. Ana vektér zincirleri-ve dolayisi ile T bulunduktan sonra invers
matris T-! in olugturuimas: gerekli degildir. Ciinkil bu zincirler ile mat..
risin striiktiiri ve dolayist ile -bilinen ), 6zdegerleri halinde - Jordan
matrisi de tamamen bellidir ve bu J matrisi dogrudan donruya yazila-
Dbilir.

(A")\.B)XEO R (26)

Ana vektorler ve ana vektdr zincirleri, genel dzdeger problemi ya-
ni, tekil olmayan B halinde, A, B matris ciftleri icinde olugturabilir.
(17) denklemlerinin yerine

t=1,2,3,... (27

(A—2,B)x"=Bx"!

formiilleri gecerler. Bunlar, yukarda doldugu gibi, ana vektor zineir-
lerine ve T déniiglim matrisini verirler : bunun igin, denklem (27) uya-
rinca,

AT =BTJ
veya :

T!B1AT=J . (28

bagintist geger]idlr Yani denklem (26) daki genel probleminin B-! ile
soldan carpilmug halinde 6zel 6zdeger problemine doniigmesi gibi § mat-
risi de, B-! A matrisinin Jordan- geklidir.

195. Ana Vektor Zincirlerinin Kurulmas:.

Ana vektdr zincirlerinin kurulmas: ozel bir hesap teknigini gerek-
tirir. Bunun sebebi gudur. A — 2 I tekil matrisli homojen sistemin ¢G-
ziimleri olarak ozvektorlerin hesaplanmasinda genellikle, yani «; = a; de-
il ise, biitiin x! vektdrlerinde x" vektdrlerinin yani zineir uzunlugu 1
olan ve ikinei basamak .x? vektorlerine ¢ikigi miimkiin kilinmayan vek-

" torlerin bilegenleri vardir. Dolayisi ile bir X! matrisinde toplanacak olan

a1 adet x* ham vektorlerine Snee “bir temizleme iglemi” uygulamr; bu
suretle bir tarafdan, x! ile toplam halinde gosterilen X! matrisleri, di-
ger tarafdan, X", g, adet x* (t =2) vektorleri ayrilir burada yalmz X"
den x? vektorlerine yiikselme miimkiindiir. y sol vektorleri de bir ¥ mat-
risinde toplanir ise, X' Y = O, gecerli olur, buna kargihk XW¥ ¢ 0,

— &, rankll bir matrisdir. x* ile gisterilen ve, X% ikinej tarafl denk-

F. 19
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lem (17.2) den hesaplanan ¢, adet, ikinei basamiakdan x* vektorleri de
tiim vekt&irle_rdii' ve bunlarda genellikle, 3 basamak x3 e yiikselmeyi miim-
kim kilmayan x¥, x2 ve x2 vektorleri vardir. X* ham matrisinde bir te-
mizleme iglemi uygulanmalidir : bdylece x2 vektérlerine sahip X* mat-
risi ve, zincir uzunluklar: t >3 olan, x; adet x* vektérlerine sahip X*
ortaya cikar. Yine X2 Y z£ O, buna kargihlk X*'Y = O boylece X* sag
tarafly (17.2) denklemleri uyarinca olurlar ve 3 basamaktan ¢, adet ve,
X3 ile gosterilen, x? vektorlerini verirler. Bu sekilde hareketle, denklem
(17) yardim ile her yeni yiikseligden &nce, daha dnceden bulunan ham
vektorlere temizleme uygulamr ve buna, metod kendiliginden durana
kadar devam edilir. Ornegin 3 basamakla metod burada X* Y 3£0 da
tam ¢, satir vardir yani ¢4 = 0 olur.

Ham vektdrlerin temizlemesi yani daha sonraki yiikselig igcin uygun
olmayan vektérlerin ayrlmas:1 basit gekilde 9.3 deki gibi, zincirleme
Gauss Algoritmas: ! ile yapilir. Hesap gemasi Sek. 19.1 de gosterilmigdir.
Once, genellikle dolu fakat o — a2

=4
rankh olan a~Sirali
N, =X'Y
y » matrisini bulalim. N;, tam «; rankh
ise i;igin Ozvektorler digimnda bagka
ang vektdr yokdur, d,= p,olur ve
bl
S ]v1 X1
Fetata=p
@ N Xt
a N X2
& pd ] #
% @' 0 a ot .j)? ! X2 ‘
'] ¥ I X“ -] = *
%l B % o |l et }xf |
@y % l?é 33Q7 X% }73 ]

Sekil 18.1, Ana vektdr zincirlerinin kurulmasina ait vektér temizleme gemas.

1 Nach H. Unger: Zur Praxis der Biorthonormierung wvon Eigen-und Haupt -
vektoren Z. angew. Math. Bd. 33 (1953) 8. 319- 2331,

|
i
|
|
!
|
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pagka hesap gerekmez. Tekil Ny, oz > 0 i¢in N'I zincirleme algoritma aga-<
g1daki gekilde parcalanir :

Ni+P1Qu=0->P, Q
burada P;,Q,«; adet sifir satirli iist iiggen matrislerdir.
X'+ P, X'=0-X!

uyarinca algoritmasi sagdaki X" matrisine genigletilmesi yeni )-il =
X1, X!") matrisini verir : burada X', Q in sifir sat:rlarma aitdir ve
Y.ile ortogonaldir : X“’Y 0. Biylece :

A-A,DX2=X"
uyarinca X? ye ylikselig ve
N.=X¥¥Y ,'
nin yazilmasi ve, g, satir ve o éﬁtundan olugan bu matrisin
N+ PaQi+ Pu@Q=0->PPxnQ

uyarmea, parcalanmasi miimkiin olur; burada P, Q. iiggen matrisleri
gimdi «; adet sifir satira sahipdir. Algoritmanin

X + P’y XV 4+ PpXY =0 X

uyarmea X2 ne genigletilmesi ile, X2 = (XH Xlt) bulunur; burada X2 , Qs
nin sifir satirlarna aitdir ve Y ile ortogonaldir. X*'¥Y = 0O ve béylece

(A—hyI) X3=XH
uyarinea X3 e yiikselme miimkiindiir, Dolays: ile
Ns X'y
yvazilabilir ve

Ns+ P31+ Py Qo+ P3s Qs = O = Pay, Py, P33, Qs
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| i

, _ 4—4 0 —5—4 3
I I e ayrilabilir ve, ' 12 -——g —-& —lf -—# g
i ' . . 0 — —_ —
:% ' = 578 1 T s —b
. s s w117 r oo r Ny - —8 8 1 : —
b - X+ Py X"+ PuX? 4+ PuX'=0-X5. -} _ —6 9 2 9 11 —6

matrisinge alt1 kath 3, = 0, dzdegeri vardwr : boylece matris, karakteris-
tik matrisi ile calugir ()4 = a dzdegeri. halinde yalniz kdgegen elemaniar:
" .. . b ot _ ] a kadar biiyiir). Boylece x! ve y dzvektorlerinin ve ilerde ana vektorlerin
Bu durumda, uzunlugu t olan her zinecirin en yiiksek X zincir ba. " hesabina ait algoritma soyle bulunur.

uyarinca, allgoritma X* e genigletilebilir. Simdi drnegin «, = 0 yani N; iin -
rankl q; ige, metod durur ve X? = X% bulunur.

samaklary, t = e,; = pyolan en uzun zincire kadar hazirdir. Bu hazir
zincirler gimdi X% ile gosterecegiz. -

Ancak temizleme iglemni ile, X't den X2 ve, X% den X e vs. goti- ’ ‘ _ o 1;1', oo
ren zincir bagmtisi yine bozulmusdur. $imdi bu, ek olarak “inme” ile, 6 1 3 —a 4 1 14 s 1| —s
yani karakteristik matris ile carpilarak yeniden olugturulur : . T —1 o 5 —+ 3 | —s 3 —1 1 ‘

' ' —3 —1 —3 —4 —7 : —2 —2|-—2
(A—A X2 =X" 10—y 0—11 —7 6 | —9 0 —4f —§
) ) ; 4 —2 1 ——4 —1 2 0 4 0
A=A, DX*=X", (A—A D)X¥=X" S —8 8 1 10 9 —G | 14. o 4
(A—XUI)X‘M = XM s (A"")\'UI)X'%: X224 , (A___)\‘dl)xim = XH 1 —6 9 2 9 11 —6 19 Yy Y2 ¥a ¢ 4 0 !
) o o , ; —2 2] 2 1 4 — $ | 2 0 2 7 3| s
e e e e e e e e e e e e e e : (15 —1 —3 —4 2 |—7 | 323 |2 —2|—2
' 3 5 —4 3 0 0 o ) 0 0 1 o o0 0
buradan agagidaki alt zincir terimleri bulunur. ) E 2 -2 1 0o 0 o o | o 1 o o ol o
. X122, X13: X3 XM XM, ¢ 2 1f o1 2 £l 6 2] ¢
pAR T AT AT AT A e t o o o { 0ol 100 o o} o
uzunlufu t olan zincir birden fazla sradan olugmus ise yani zincirini ug —3 —5 4 0 o 90 A
matrisi X" de ~2 0 4 0 0
o] 1 1 o -1 0
Xt = (xf, w8, %800y ] —t 2 o o o 4 ’
1 Y =, 6 0 0 —1
et . e e e . v e . —y—Y, 2 0 0 0 —1
vektérleri var ise, her sira igin zincir bagmtisi g6z Oniine almmaldir. ¢
Bu durumda 3, 6zdegerine ait kismi matris Tyt uzunlugundaki bu kis- —Bfy—l. 6 0 0 0 —t
mr igin gdyle bulunur : :

To= (kX2 X XX x5 0L) | s . ¥ sol vektdrleri de x sag vektorleri gibi hesaplanir ancale x daki {ist mat-
a M T U A . ris yerine, basamakli sistemin mafrisi olarak alt iicgen matris kullam-
3 lir, Bundan sonra temizleme (ortogonallagbirma) gemasi bulunur,

Soylediklerimizi bir ornek ile agiklayalim : Altr sirall
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1.+ KR
:j " <! ) 0 2
g ‘ 3 2 3 1 _olur. Nokta gemasi N
. i‘ ; y ° 0 1 |
| 5]IE 0 1 0 j
i {
] l : 1 1 3 i
i1l t 0o o *
. HE - i .. : .
'? E‘ “'; 0 0 0 3 —2 0 4 0 ol 3 | yani’ Jordan-matrisi
i \ﬁ | N, 2 1 1 0 1 1 o0 —1 0 1 xi {‘ 01
E | 8 _ 4 4|2 0 o 0 4] 01
I e 1 T i S SR G o 0
- ol —f1 =5 —5 |7 =%, 6 0o o of7
N, s ' 01
| 2__':3 _‘__1 _'__.1 Sl —f 2 Y 0 o % }X 0
N, M7 —7 —1 | =M, 6 0 o o|—3, } X < | l 0
o o o 3.—=2 0o 4 0o o] s g i dar.
L B e L IR i ‘ Matris Denklemleri
—y o0 "ol —1 —2 —4 0 . o o 20. Matris Fonksiyonlar1 ve Matris enklemler:.
o ] k|~ 3 B0 W, o 29,!_,— @ 20.1. Bir Matris Fonksiyonunun Ozdegerleri.
o ° 12 8 0 4 0 —3 axd ' . .
‘171— —__3 —__4 P 4— “2(‘) ——————— - - F Matrislere ait dort temel hesap igleminin tammindan, adi (reel veya
- ° 8 Ofj—uan komplex) sayilarda oldugu gibi, ilk 6nce tam rasyonel fonksiyonun en

basit gekli “Matris polinomu” olarak, “matris fonksiyonu” kavrami or-
taya cikar (bakimz: § 2.6, 13.7) ve bunun_ayn matrisin tekil olmayan
ikinci bir polinomunun invers matrisi ile garpimmdan kegirli ve dola-
yis1 ile genel rasyonel matris fonksiyonu bulunur. Mutris polinomunun
sonsuz “‘matris kuvvet serisi” ne transondan ve énemi agagida belirtilen,

Boylece, alt basamaklars inigi miimkiin Iilan, son-basamak wvektorleri
x1, x2, x% bhulunmug olur. : '

A—-21 | ] l a8 | a3 j e I et o

4 — 0 =5 —a 3|y, | 2] [, p 5 _' “Analitik matris fonksiyonlar” kavrammi verir.
1; :,z —:1 ——1—? :: z "_"; ; 0 6| —a 1 Matris fonksiyonlan ile caligma, matrislere has “minimum denklem”
4 —2 4 4 i 2 . "_'3 :1‘ 23 0 1 ¢ (bak. 18) ozelligi ile 6zel bir dnem ve Gnemli sadelegtirme saf;rl-a.l.:'; b
-8 8 1 10 9 —6]| 2 ; . —-1(1) g o ¥ denklem yardim ile A ve m<n lfuvvetleri, minimum denkleminin en
-6 9 2 9 11~ —6| o o . o o _; 8 yitksek katsayist olarak lineer gekilde Am-! ve daha diigiik kuvvetler
cinsinden ifade edilir. Ancak bdylece, q == m halinde, g-niincii dereceden
Bivi o o ¥ " bir f(A) matris polinomu daha diigiik yeni (m —1) inci dereceden
Oylece déntiglim matrisi ¢(A) ersatz-polinomuna indirgenebilir : bunun katsayilar ise, £(A) po-
' linomunundakinin diginda A matrisine de Snemli dlgiide baghdar. Indir-
. (—1 —2 Yy 6 T 0 genme iglemi, goriilecegi gibi kuvvet serileri cinsinden ifade edilebilme-
0 1 —1 -4 6 1) leri halinde, genel matris fonksiyonlarma da uygulanabilir. Boylece bii~
‘ 1o | _'j‘ - 0 3 1 ‘ ‘ 3 tiin bu fonksiyonlar en basit fonksiyon gekline, “polinom” a indirgene-

_: '_13 f S 1? _ ? 3 bilirler. Ik olarak bir £(A) matris fonksiyonu halinde, drnegin

1 0 0 0 0 o B:f(A)=aol+aIA+a3A2+...-1—an‘4 (1)
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seklinde bir polinom kabul edilsin. Yani B matrisi A matrisi ile “degig-
tirilebilir” yani kormiitatif carpim

AB=BA ' .

gecerli olup bu, ersatz-poliﬁom prensibi nedeni ile, bir A matriginin lkuv-
vet serileri cinginden gosterilebilen B fonksiyonlarma has bir 6zellikdir.

B fonksiyonu icin, 13.7 teorem 11 de matris kuvvetleri icin belirtilen ka- i
- rakteristik sayilarm Gzelligi agagidaki gekilde genellegtirilebilir :

Teorem 1: Bir matris polinomunun veya bir polinom ile gosterilebilen
B = f(A) matris fonksiyonunun }; Ozdegerleri, A matrisinin «; Ozdegerleri-
ne asagidaki denklem ile bagldr :

n=F 0| B

Teoremi Once £(A) nm polinom olmasi hali icin cbzelim. Bu maksadla
belirsiz. » parametreli, g-nuncu dereceden f(x) — % polinomunu alallim
ve bunu ¢ lineer g¢arpanlarina aymalim : '

T@—x=a@—a)(@—2) (@ —2,). (4)
Buna B nin karakteristik matrisine ait matris denklemi
B—ul=f(A)—xI=a(A—~zD(A 5D (A —zD.

kargihk gelir. Boylece B nin karakteristik determinant: oolarak § 2.2,
determinant teoremi 3 uyarmca, '

IB—zI=a"A — o1/ |A ~ 20|+ |A — 2 1]
elde edilif. Burada sagdaki carpimlar, A nin karakteristik determinant:

A—AX =0 =N Q2= N (M — N,

geklinde oldugundan, -
B —xIl=a(— )0 — 22 Oy — )
@ Go—x) g — @)+ (g — )

6O — @) O — )+« (hn — ).

bult;nur. ‘Ancak burada sag tarafdaki satirlar (4) seklinde oldugu igin
B nin karakteristik denklemi olarak

B—xI = () — %) (fOvg) — %)+« (FVa) — %) = 0. (5)

¢ikar. Boylece 1'teorem‘i, f(A) polinomu igin ispatlanm1_§ olur., Ispat.ko:
layca genel, fasyonel fonksiyonlara genigletilebilir. Keyfi, kuvvet serileri

ile ifade edilebilen fonksiyonlari uygulama agagida gosterilecekdir.

20.2, Matris Fonksiyohunun Ersate Polinom’a Indirgenmesi.

g =m dereceli £(A) matris po]inomunuﬁ, yukarida bahsedilen,
{m — 1) ci veya daha diigilk bir dereceden polinoma,

m(A)= A"+ bp A" 4+ A+ BI=0 ®

m ile indi i sit geki 2) ye holiinmesi
ardm ile indirgenmesi en basit gékilde £(x) nin, m}

ﬁe yapilabilir, Bu durumda Ersatz polinom ¢(A}, bdlme kalam ¢(})
olarak ortaya gikar. Zira keyfi g(i) polinom garpanl

FR=mM)g)+ o) .M

den, m(A) = O nedeni ile, A nm A yerine konulmasi ile,

.]Bmf(A)=cp(A)} ®

bulunur, -

10 = o= 000) | ©

Denklem (7) den 6nce, m(iy} =0 nedeni ile A min 4 ‘c?zdegeri cl-
karki bu genel olarak denklem (8) den, teorem (1) yardim: ile bulunap
bir Gzellikdir. Co

Zira denklem (8) keyfi (veya kuvvet serileri ile ifade edi}ebilen)
£(A) fonksiyonlar1 igin gegerli olacakdir : £(A) ve e(A) foPkméronlar"l
ayni B matrisini olugtururlar ve dolayist ilg aynl g = £(Ay) Ozdegerleri-
ne sshipdirler.
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Denklem (7) uyarmnca boliim kalam olarak ¢()) ersatz-polinomunun
bulunmasy, yalmz m(}) ya bélmenin miimkiin oldugu f() polinomlan ile
smirhdir. Ancak ¢{(1) nmn genél £(2) fonksiyonlar: igin verilebilmesi bag-
ka bir ifade geklini gerektirir., Bu tip bir gekil, elemanter bélenlerin lineer-
ligi nedeni ile gok sayida tek kath sifir noktalarma sahip m(3) minimal
polinomlu, normlagtirtlabilir = kogegen benzeri matrisler basit oolarak
bulunur : ’

m()\'):()\'—")\'l)(k - )‘2)“'()"_)‘%;]}

Bu durumda, denklem (9) nedeni ile ersatz polinomun olugturulma-
s1 gu interpolasyon probleminin géziimiine gétiiriir : m adet A = 2 ; nok-
talarinda, verilmig £(A,) = f,fonksiyon degerlerini alan (m — 1) inei
dereceden polinomu bulunur. m adet (m — 1) inci dereceden

: A
g

, (10)

polinomlarindan yani, her defasinda ) — i, lineer garpam eksik olan
Lagrange Interpolisyon pohnomlarmdan :

Fo= i?_ , Mg = My (hy)olarak (11)
Mg :

kisaltmas: halinde,

(12)

oM = Y Fomg(h)

g=1

ifadesi elde edilir. Burada denklem (9) daki interpolasyon hipotezleri'

gergeklenir. Boylece p(3) Ersatz polinomu bulundukdan sonra B = f(A)
matris fonksiyonu, denklem (8) uyarmca, ilgili polinomu ¢(A) yardim
ile gikar. Yani bunlar yalmz A matrisinin ), 8zdegerlerine ait £, fonk-
siyon degerleridirler ve matrise has minimal polinom vasitasi ile, f{A)
‘matris fonksiyonunun verirler. £(A) mn bu tammi, goriilecegi gibi, po-
linomlar diginda, kuvvet serileri vasitasi ile, matrisin keyfi, iistel fonk-
siyonlarma da uygulanabilir,

Lineer olmayan elemanter bélenler yani minimal polinomda ¢ok
katli sifir noktalarin olmasi halinde durum biraz daha kargir, Burada
polinom, A matrisinin s adet farkli ), 6zdegerine sah1p olan gu gekle
girer :
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m\) =0 — M O — M2 L =)
m (i) =0 diginda,
mMM) =0 , h=hg,V =0,1;2,---,u, —1 iein
tiirev.leri de sifir oldugundan, denklem (7) nin tiiretilmesi ile
0 = f(:); o™ O\ Mv=0,1,2,p —1 (13)
bulunur. Yam interpolasyon problemi genellegtirilmis olur, boylece f o

degerleri diginda {;(Mtiirevleri de, ersatz polinomun kargihk gelen tiirev-
lerinden alimr ve bir hermitsel interpolasyon ortaya cikar. Simdi de-

gigmig Lagrange polinomlari

m (\) ‘
) = — a4)
ma( ) l()\"—)“o')uc
ve bunlarm m.(}.) = m. deferleri hesab1 katilarak,
iR 1‘5

fonksiyonlar: bulunur. Boylece (12) denklemi yerine agagidaki polinom |
geger :

I 1 T7 ' -
o = 3 fr TG+ FL—Ar

+ ——F“‘u—”

o — 1)1 _A"y‘a_l}m"m

burada
Fg") = Fg}’) ), A=, icin

kisaltmalar1 yapllim$d1r. Zira ancak bu durumda genel interpolasyon
hipotezi denklem (13) gerceklenir :
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q’()"a')‘_'po'mo':f‘&
P () = F'Icma'"‘Fa'm’o' =f,

rr

q’”()\‘o') =Fo' mcr + F,cm'o' + Fo‘ mcr: fo'

bu ise, (16) denkleminin tiiretilmesi ile anlagilir. Bu p(d) polinomun-
dan aranan matris fonksiyonu B = f (A} = ¢(A) bulunur. yvine matrisin
Ay ozdegerlerine ait £(3,) tiirevieri yanmda f;fonksiyon degerlerdir ve
minimal polinom yardum ile, matris fonksiyonunu belirtirler ; Gzdeger-
ler burada kelimenin tam anlam ile, matrisin karakteristik sayilardir.

u,v polinomlary, kesirli rasyonel fonksiyon £(1) = % (0\)/v (1) ha-
linde (7) denkleminin yerine, g(3) polinom garpanh .

uN=m@MB) gl +vM o) " (Ta)

geger ve biylece hesap yukaridaki gibi oldugundan denklem (12) ve (18)
kesirli, rasyonel matris fonksiyonu f(A) icinde kullanilabilir,

Agik olarak bilinmeyen minimal polinom m() yerine karakteris-
tik polinom p(3) nin kullamimas: halinde de formiiller gecerlidir. bura-

da preok katliliklarmm yerini Pc degerleri alirlar. Ancak ifadelerin kap-
sami genigler ve hesap zorlagir.

" Teorem 2 : (1) bir saysal veya kuvvet serisine acilabilen tek degerli bir
fonksiyon ve A, m dereceli m (i) minimal polinomuna sahip, n-swali bir
matris ise, f(3) fonksiyonuna ait matris fonksiyonu B = f (A), derecesi
<m — 1 olan ¢(A) matris polinom cinsinden yazilabilir, burada denklem

(16) uyarinca (1) nm katsayilar: matrise veya matrisin minimal polino-
muna bagldir : o

B=f(A)=9¢() |. ®

k]

(). ya, £(2) fonksiyonunun A matristen gore ersatz polinomu denir,

20.3. Matris Kuvvet Serileri ve Bunlar Cinsinden Yazilabilen
Matris Fonksiyonlar. ’

Matris poliﬁomlamndan (reel veya komplex) ay saywisal katsayili
agagidaki matris kuvvet serilerine gegilebilir.
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B=P(A) =al+ a1A+ a A2+ an

Bu seriler ya dogrudan dogruya, Ornefin iteratif matris islemlerine
bagll olarak ortaya cikarlar veya,

P an ax+ a s

geklindeki uygun, adi kuvvet serileri ile ifade ('adilen ve mitggdiion;il;
yonlarma tagmmas istenen transandant fc_mkmyonlar ile i gilid :co o
halde ilk énce serinin yakinsakhgi problemi orta,y.a glka,r.‘Klsrm tipse_
min her elemam artan terim saysi ile yak‘m.myor ise matris k1.1vvc~’]:3 s
risine (\?e' genellikle keyfi bir matris serisine) yakinsak denir. el;-ek_
adet matris elemaminin yakinsakhginin teker. Feker'kont.}-:olux‘}un. g rex-
mesi yine karakteristik bir ézellikdir, A matxllsme alt- l.g ozdegerm;sadla
siik P(,) adi kuvvet serilerinin yakinsaklgi yeterlidir. Bu ma.

denklem (18) deki serinin
P,)=ao+ a1%+ aax?+ -5+ agu?,
kismi toplami ele alnir ki bu, yakmsaklik halinde,

P () = limPy(x) (19)

q-i—oo L

seri toplé,'mma déniigiir. P,(x) polinomu igin, A matrisinc.é: gore bulll}n;.n
v, (%) ersatz polinomu yazilabilir, yani lineer elemanter bélenler halinde,
1

denklem (12) uyarinca,
. 3 1 ) '
P, (A) = ¢, (A) = Z —ﬂ—;;Pq(lc)mo,(A).

og=1

Burada denklem (19) daki limit alhmir. ise ersatz I{Oyni{l}da)\ygﬁ:
P,()y) fonksiyonlart buradan etkilenir ve bunlar, ma,trlsn} tim I:,de e
gerlerinin denkler (18) deki kuvvet serisi yakmsaklik da,nj('a-ml ici oo
malart halinde, P();) seri toplamlarm yakmsarlar ve boylece

elemanter bolenler igin,

. s 1
PA)=0A)= ) -~

=1

P(hy) my(A) (20)
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elde edilir. Minimal polinomda ¢ok kath kdkler (lineer olmayan eleman-
ter bolenler) halinde denklem (16) uyarmca P ®,—1(A;) ya kadarPM(Q)
tiirevleri de ortaya cikarlar. Yakinsakhk dairesi iginde, P(3) ile birlikde
tiim. tlirevler de yakimsakdmr. Dairenin kenarmda, en biiyiik tiirevin ya-
kinsaklhk durumu esasdir.

Teorem 3 : Ay dzdegerleri igin, minimal polinomda n katli olan A matrisinin
p(A) kuvvet serisi yalmz, adi kuvvet serileri pe—1(h) mn matrisin her
dzdegeri icin yakinsamalar halinde, vakmsaklar.

Boylece e, cosx, sinx fonksiyonlarmn bilenen siirekli (yani her
-sonlu x-degeri i¢in) yakinsak serileri her keyfi A matrisi icin yakinsar-
lar ve agagidaki transandant matris fonksiyonlar tammlanir.

1
8A=I+A+%A2+§—!A3+---

—r - targ g oo, |
cosA =1 — =A%+ SAf- 4] _ )
. 1
smA:A-—Si!AM—S—!AS__}....

Bunlarm pratik hesaby, ilgili ersatz poiinom yardimi ile drnegin lineer
elemanter bolen halinde,

. 5
A 1 67\.0

e =
c=1 Mo

m . (A).

uyarmnca yapiir. Siirekli olmayan yani sonlu R yakmsaklik yaricap
igin yakmsak P(x) serileri halinde P(A) matris kuvveti serileri yalnz,
Myozdegerlerinin tiimii P(x) serisinin yakmsaklik dairesi iginde (veya ke-
narmda) bulunan matrisler igin yakmsarlar; buna kargihk, 2| > R
olan matrisler i¢in problem artik yoktur. Béylece, yalniz |« | <1 igin
soldaki 1/1 — » toplamma yakinsayan, bilinen geometrik seri

1 2 4 3
i =14+xFxt4x3+-.-,

A— A ' =L+A+A2+--.,

oAb e Aot R L 93

FO I b o B i S

’
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matris serisi kargihk gelir ki bu, yalmz [i;| <1 olan matrisler icin,
(F — A)-! e yakmsar. Boyle bir P(x) serisine karsiik gelen, yakmnsak-

Lk dairesinde P(x) toplami cinsinden yazilir £(x) fonksiyonu genellik-

le, yakmsaklk yari capi diginda da vardir. Yeni =1 de.gtarler igin
1/1 — » fonksiyonu vardir. Aym durum matris fonksiyonu igin de. ge-
gerli oldufundan bu, seriden bagimsiz olarak, £(x) fonks'i‘yomulpa 8:113 A
ya gore bulunan ¢(A) ersatz polinomu ile tammlanir. Ornegin, lineer
elemanter bélenler halinde,

| I

(T AV — i 1 A),
fay=a—a7= 3 L Lom@

c=1 "*g T

dir ve bu fonksiyon, iy 1 olan her matris i¢in gegerlidir.

A LAz tas 4l
PA)=A - AT+ A—+

matris serisi, [A;] < 1 olan matrisler i¢in yakinsar, g) > 1 halil}de rak-
sar. Buna kargilik, ersatz polinum ile tammlanan matris fonksiyonu

s

1
2 ol A mg (A)

g=1""0

fA)=In(I+ A)=

lineer elemanter bolen halinde (ve, lineer olmayan elemanter bélenler
halinde, denklem (16) da bulunan fonksiyon) ozdegeri A= 1 olan her
matris igin, yeni (i) > 1 igin bile vardir. :

204. Ornekler

ORNEK 1: A
A= (5 -4)
12

matrisine ait B = e* matrisi ve bunun dzdegerleri isteniyor. Karekteris-

tik = Minimal polinom m(1) = (. — 1) (x —6)
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dy= 1B = A—5, my=-—75
Fp= 6 mp{l) =A—1; mp=275

o) = ' —e—6) + S @A—1)] = ;[(eﬁ—e)z—(eﬂ—éen-
J ' 1
B = o = ) = e+ 468 —4e 4 4efy _ (323,2807 320.6584)
- _(pd)—.?(-—¢+6°, s+ |\ 80,1421 82,8604/

B nin dzdegerlerix?— (e + e¥)x+e"=0 dan, % =e, % =e® yani

% = e olarak bulunur. _

ORNEK 2 : Keyfi bir matrisin kare kokiintin almmas
-l
12
veriliyor. B2 = A probleminin B yani B = AY? = \/A ¢oziimii isteniyor.
Minimal polinom m(} = (A — 1) (% — 4) '

=iy @) =h—d, my=—3, fR) == k1.
=drm)=A—1, mye=3, flA) =)= t2.
=T A=) 20— 0], puld = £+
. Pu{d) = £ A—2).
Biylece dort ¢oziim

Bt.z“—‘ji%-(s 2): Ba.q=i(i ﬁ

bulunur. ,

Her halde B? = A cikar.

ORNEK 3 : Iki kath kok. Aranan S

B=1nA,/i=( 5 1\ olarak

e i

PA) = n_z(l) = {A—4)*

h=h=drmil) =1, N =li, Fl)=mi F{=_,
A

. q - .
90(1)r—-1n21+——(/l-—11)=1n4+._1,(_a_-4) =l s mg—.
4 " 4

B=1nA=._1_A+(1n4___1“=(1n4+1l4 1
4 — /4  lnd—1fs

#—2(n4)e (Inal=0, m=:=1In5=1Ink,.
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Burada da hesablanan B m‘atrisi, logaritma fonksiyonunun sonsuz an-

1aml karakteristifine uygun olarak, e* = A matris denkleminin sonsuz

sayida cOzlimlerinden biridir.
20.5. Matris Fonksiyominun Daha Genel Tamma.

Adi (kompleks) sayilar igin analitik ve kuvvet serileri cinsinden
ifade edilebilen fonksiyon kavramlari cakigir, Buna karsihk matrigler

+ igin, bu analitik matris fonksiyonu tanim fazla dardir. Zira burada, or-

tak matris kuvvet serileri veya bunlarin ersatz polinomlar: cinsinden
yazilamayan analitik forksiyonlar vardir. A matrisi olarak birim matris
yani A =1 secilmek tizere, B = A2 = \/K fonksiyonu buna &rnek ve-
rilebilir. Bdylece

B=(3'"2), B =1,
4 —3

olur. Buna karsihk I cinsinden bir polinom daima yalmz bir skalar
matris verebilir. Yukarida tanimlanan metod denklem (12) gergekden
matris fonksiyonunun degerleri olarak yalmz By, = * I matrislerini
verir; drnek ise X* =X matris denkleminin ¢dziimlerinin daha tiikenme-
digini acikea gosterir; § 20.7 ye de bakmiz.

Matris fonksiyomi kavrammin yeterli bir genellegtiirlmesi ‘“Jordan
normal gekli” yardum ile elde edilir. Bunun igin agafidaki gergekden
faydalamlir : Efer A matrisi bir C matrisine benzer yani A = TF-!CT
ise, £(A) da £(C) ye benzer yani £(A) = T £(C) T dir, bu durum mat-

ris kuvvetleri ve polinomlar ayrica kuvvet serileri igin kolayca anlagilir.’

Normal gekilde, matrisin yaninda matris fonksiyonu da ozellikle basit
bir gekil alir. Bu durum once,

M0 fo 0
J=Aa=| . , FA) = L ©@2)
" 0 YWY,

==

bagmtisina, sahip kigegen - benzeri matrisler icin goriilebilir, bu ve bun-
dan §16.7 nin sonunda, hermitsel pozitif definit matrisin genel kare

3 L kékiinlin alnmas1 probleminde faydalamlmig idi.

F. 20
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Jordan - matrisi icin, buna karsihk gelen bir bagnt1 elde etmek
maksad: ile bu

J;
= . @23
' .
geklinde yazilir, burada
Y|
V]
J, = e P=MI+ Ky, : (29)
¥ |
A

e, -sirall kismi matrisler olup K, , §19.3 de verilen &, -sirali kutular-
dir. ’

0 1
0 1
K, = C o ' ' (25)
0 1

0

ve bunlarin kuvvetleri, ¢; kuvvetdeki kutu sifir matrisi oluncaya kadar,
1- srasmm saga kaydirilmas ile bulunurlar.

K =0. (26)

J nin kuvvetinin alimmasinda J; kismi matrislerinin kuvvetleri alinir :
J* = Diag 79,
ve bunlarin kuvvetleri icin denklem (24) Binom ag¢immindan
3% = QuT + Koy® = M1+ (:)wmlmi + (:)xg—z ) S

‘ +( o ))\'?S—-e; 'HK::_' —1 2n

Gi‘—l
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bulunur. 8imdi £(1) = A%xigin

k

( o ))\’ix—k = }—‘}i f(k) (7\.) ,

dir ve benzer bir kaginti £(i). polinomu icinde gegerlidir. Béylece
denklem (27) yardim ile, keyfi kuvvet fonksiyonu veya polinum veya
£(1) kuvvet serisi igin '

f (@) = Diag (f (3:)}, : (28)
bulunur, -burada;:i

fi £ %f;” .

f@)= 10 f fi ... i (29)
N 0 0 fi

kismi matrislerinde, kisaltma maksadi ile yine ) = kigin £iM=£M()
yazilmigdir.

Biylece B = f(A) matris fonksijronu

A=TJT

f(A)=TTf@T|’. (30)

. uyarinca tanmmlanir, burada istenen genellestirme gdyle saglanir :

1. f; fonksiyonu degerleri aknarak, ¢ok anlamh fonksiyonlar halin-
de, Jordan - matrisi £(d) nin tek f(J)) kutular igin miimkiin tiim deger
bagintilarima, kutulardan herbiri icin ise tek bir bagintiya miisaade edi-
lir.

2. Déniigiim matrigi T olarak, (30) denklemlerinden birineisini ger-
¢ekleyen biitiin matrisler ahmnabilir.

A =1 nin karekékil érnefinde minimal denklem m(}) =2 —1=10
olup tek kokii ), = 1 dir. Ilgili fonksiyon degerleri f; = \,/1—é += 1 dir.
£(J) = f(A) normal gekli olarak dért ifade miimkiindiir ;

F T N R
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A=1=J halinde (30) denklemlerinin birincisi I=T-'ZT dir;
yani T igin, tekil olmayan, iki.sirali matrislerin tlimii almabilir. 1k iki
halde botylece

Bi=I, B:=-—-1I

fonksiyon degerleri bulunur. Ugiineiisii ve dordiinciisii halde,

‘B34 = iT“l(l ‘ O)T
0—-1

sekliride ¢oziimler vardir ve burada T keyfi, tekil olmayan matrisdir. Bu -

sonsuz sayida c¢oziimler arasinda, yukarida verilen doniisiim matrisli
ornek de vardir. ' ‘ '
e (2 el )
—1 1 12

20.6. Lineer Matris D_enklemleré.

“Matris denklemi” démince, bilinmeyen X matrisinin bilinen skaler
veya matrislere bagl olarak ortaya ¢iktifn matris ifadeleri anlagilir.
Agagda tiim matrisler kare matris kabul edilecekdir. Bilinmeyen matris
yalniz birinei kuvvet de ise, matris denklemine “lineer” denir. Bunlarin
en basit agagidaki homojen denklemdir.

AX=0|. (31)

* Bunun, aranan X matrisinin x, siitun vektorlerine ait Ax, = o denklem

sistemlerinden olugan bir sistem sayilmasi halinde dogrudan dogruya
coziim bulunur. Homojen, lineer denklemler ile ilgili genel. teoremler
(bak. §18.1) uyarmeca sonu¢ agagidaki gibi kisaca Ozetlenebilir :

a) A =0, A, tekil olmaya.n matrisdir. Bu halde sifir matris X 0
tek c¢oziimdir.

b) A =0, A matrisi tekildir. Bunun rank diismesi d =n —r ol-
sun. Bu durumda, bilindigi gibi, Ax =0 ig¢in d adet lineer bagimsiz
X, X, ... , X, ¢oziim vektdrii vardir. Denklem (31) in X gibi bir ¢dzim
matrisi en fazla d adet lineer bagimsiz siitun vektdriine sahibdir, yani
max. ranki d =n — r dir. X, herhangi bir ¢dziim ise, keyfi ¢ matrisi

ey
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halinde X = X,C de bir ctziimdiir; zira AX, =0 i¢in AX,C¢ = 0 olur.
X, in ranki d ise, X,C denklem (31) in “genel ¢dziimi” nil verir,

XA=0 e . (31a)

matris denklemi, A’X’ = O uyarinca transpoze ma.trisiere gecis sureti

~ile, (31) haline déniigtiiriiliir. d =n — r rankli X, ¢tztimii halinde genel

c¢oziim X = CX, dir.

Homojén olmayan

‘AX:B[veya XA=B| 32)

denklemlerinin, tekil olmayan matris A, A » 0 halinde

X=A"'B veya X=BA™, (33)
¢oziimii vardir. Buna karsihk A =0 ise,‘ § 8.2 deki teoremler uyarinca
bir ¢oziim yalmz ve yalmz “genigletilmis matris” (A, B) nin rankmm A

matrisinin rankmna egit olmasi halinde, ¢dziim vardir. Burada (A,B),

2n siitunlu ve n satirl, A ve B matrislerinin yanyana siralanmasi ile bu-
lunmugdur Bunun 1(;111 § 3.3, 6,2 ve 8,2 ye bakmz.

Simdiye kadar ele alman denklemlere oranla, yine homojen lineer
matris denklemi

"AX=XB | . @

daha fazla zorluk arzeder. “Tekil olmayan” coziim matrisi X halinde
denklem (34), A ve B matrislerinin B = X-'AX geklindeki benzerlik
bagntisinda bagka bir anlam gostermez. A ve B matrislerinin birbirine
benzer olmast yani karakteristik matrislerinin aym elemanter polinom-
lar1 sahip olmasi halinde, tekil olmayan bir X c¢oziimii vardwr. (§18.5,
teorem 16 ya bakimz). Cbziim, iki matrisin de ortak J normal gekline
doniigtiiriillmesi ile bulunur. Y"IAY Z-'BZ=1J. Buradan X =Y¥YZ
elde edilir.

 Buna kargilik “tekil” X c¢bziimlerinin varhgi, icin A ve B matrisle-
rinin ortak bir karakteristik sayiya sahib olmalar1 gerek ve yeterdir ve
X in ranky, A ve B nin karakteristik fonksiyonlarmin en bilyiik ortak
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béleninin derecesinden hiiylik degiidir. A ve B nin ortak bir karakteris-
tik sayis yok ise, X = O denkiem (34) iin tek coztimiidiir. X ¢oziimii-
niin gergek ifadesi icin agagiya bakimsz.

“Genel Ifineei' Matris denklemi”

A1 XBi+ A XB,+...+ A, XB, = C (35)

olup A, By ve C verilmig n- sirali matrisler ve X, aranan n-sirali mat-

risdir. Denklem, ¢ = 0 igin homojen aksi halde homojen degildir. Bu .,

aranan X matrisinin n? adet ns elemani icin n? lineer denklemden olu-
gan bir denklem sistemi olarak ele almabilir. Soldaki

elemanlarindan herbiri,

2 n
P:‘k = a'i Xb.& = Z i Xrs bsk

rys=1

geklinde, n? adet p;. elemanindan olugur. A; ve B, matrislerinin eleman-
lar1 a;, " ve b, @ jle gésterilir ve Gauss tipinde toplam, kisaca,

af UP + a6 + .+ o b = [a,, b,

uyarinca kdégeli parantezler ile gfistérilir ise, x, elemanlarina ait ﬁ’- adet

denklem olarak

Y @ balse=oy) Gh=12,...;n). (36)

,r,s:l |

bulunur,

Iki sirah matrisler halinde  dért denklem Ornegin agagidaki gibi-
dir :

(235 814) 2, + [y ba] %15 +- {3 011) 25y + layp byy] %y = Cu!
411 0y5) 231 + [y bag] H1o + (B2 019] %y -+ [ay5 by) Xp0 = €12 l{ (303

(@23 031] %y + (@1 by 25 + [aag 8y3] 25y + (g Dgy) oy = ’3$1J
(@21 bya) %1y - [@gy bl Hyp - [ )] %oy + [@ap by #22 == Can

8117,

Denklem sistemi (36) mn § 8.2 uyarmca, katsayilar matrisinin ¢ ra.
ki ¢, sag taraflarn kadar genigletilmig matrisin ran.kma. .e§.1t olmasy
ha.lind: géziimleri vardir. Homojen olmayan denklem sisteminin bir g5-

ziimii X, ise, genel gc’:‘»zﬁm |
X=X+ c1X;+ C2 Xot ...+ C,,‘z_g X2 0. (31

geklinde olup X;,X,,-...,Xp_p ilgili homojen denklemlerden olugan

ister etrelerdir.
hir temel sistem ve ¢;,Cz, ..., cnz_gserbest param

20.7. X™ = O ve X" = I Denklemleri.

Bir X matrisi

|xm'zo|, | - (38)

denklemini gercekliyor ise, § 18.1, teorem 1 uyarmea, 'matrisir} @m]lgr{lal
polinomu m(}) , f(3) =A™ in bir bdleniyani } nin blr. k}lvvgtlc.llr. og—
lece, m()) ile aym sifir noktalarina sahip karakteristik polinom da

bu gekli alir ve, difer tarafdan n- inci dereceden oldugu igin, A" olarak

yaziir.

Teorefn 4 : n-sirall bir X matrisi yalmz ve yalmsz, kar.a.k'teristik .d.cnklemi
A" = 0 ise yani matris tekil ve tim ozdegerleri sifira esit ise, pozitif m sa-
yili X™ = O denklemini gercekler.

ORNEK :

Bir X madtrisine,

| X7 =1 | 39)
halinde, “m. inci dereceden dairesel” denir.

Teorem 5: X, m.inci dereceden bir dairesel matris ise, keyfi tekil 'olma-
yan P halinde her benzer matris Y = P-! XP, m-inci dereceden dairesel-

dir,

Ajrica
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Teorem 6: Bir X matrisi yalmz ve yalmz tiim ozdegerlennm birjmin
m-inci koku

R ! (40)

olmast ve karakteristik matrisin lineer elemanter bélenlere sahip olmasi
halinde, m-inci dereceden daireseldir.

X in, m(})- minimal polinumu yine § 18, 1 teorem 1 uyarmea,
f()) = A= — 1 in bir bolen}idlr A" —1 =0 denkleminin gok sayida fark-
h kékii oldugundan - ki bunlar birimin m. inci kékii m adet farkh kékii-
diir - minimal denklem m(\) =0 1 da ¢ok sayida farkl kokii vardir;
ve X’in karakteristik matrisi yalmz lineer elemanter bdlenlere sahibdir.
Minimal denklemin bu kéklerinden biri a - ise, § 20.1, teorem 1 uyarmea
am, '

X" —xl|=1—xI=@Q—%)"=0,

karakteristik denkleminin bir kokiidiir yapi y =am=1, a= \/1 dir,

- Buna karsihk X in tiim karakteristik sayllan, blrlmm m ~inei kokleri.

yani ™ =1 ise ve karakteristik matrisin tiim elemanter bélenleri lineer
ise X kosegen formdadir :

Mo 0
A={ . . _ (41)
0 '
Bu ise,
A0y /10
Am=| = =1
o v/ \o 1

uyarinca, m - inci dereceden daireseldir. Bu durumda teorem 5 e gére X

de, m.- inci dereceden bir dairesel matrisdir. Karakteristik }; sayilarmdan
en agagl biri 1 in m -inei “ilkel” kdkii yani, A =1 yapan bir kék ise,
m kuvveti X in bir kuvvetini X yapan en diigiikk kuvvetdir. (39) m ¢~
zilmlerinin tiimii. § 20.5 de verilen X* =1 6zel halindéki gibi bulunur.

A <1 halinde Xm=A ma.trls denklemlnm gozumu, §204 de
X2=A ornegmde oldugu gibi yapilir. '

. 20.8. G’enel Cebirsel Matris Denklemi.

Bilinmeyen X matns1 cinsinden genel bir ceblrsel denklem igin
denklem katsaylarinin skalar veya matris olmasina gdre iki hal ayirde-
dilebilir. Birinci hal olan

FX) =X "+ X", .+, 1 X+, I=0 (42)

da yine § 18.1, teorem 1 uyarmnca X in minimal polinomu m()), £(}) =
aA™ + a4+ a ) +a, polinomunun bir bélendir. Bu neden ile
£(x), lineer garpumlarma ayrilir ige, minimal polinomu f(}) fonksiyonu
bilen, sonlu sayida X,,X,, ..., X, matrisleri normal gekilde bulunur.
(42)denk1em1mn tiim gozumlen yine, benzer matrzslenn tumune egit-
dir.

ORNEK
- 2X+1I=0

kare matris denkleminin iki sirali ¢bziimleri isteniyor, 1lgili A-fonksiyonu
(1) =2 =21+ 1= (3 —1)? dir. Buna gore, ilgili normal gekiller ya-
ninda, en fazla ikinci dereceder, £()) nin bélenleri olarak agagidaki mi-
nimal polinomlar vardir.

: ' 10y
=AiA—1. = =X s
1 m@M)=:"—1 | X (0 1)
_ 2 — 1. 1)
2) m(?&)—i(?\, r1) X, (0 -

X; =Ye benzerlik doniigiimit uygulanarak yine birim matris bulunur.
X, den ise, benzer matrislerin timii ¢ikar; Ornegin, yerine koyma ig-

‘leminden anlagilacagl gibi,

bu tip bir coziimdiir. .
Matrisleri katsayl kabul eden denklem
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F(X)=AX%+ A X" '+ ...+ A1 X+ 8, =0 (43)

halinde, denkleme ait, m -inei dereceden polinom matrisi yazilir :

F()\') = AO Km + A] )"m_l + ...+ Am—-l )\' + Am . (44)

Bu durumda X matrisi, bu polinom matrisinin “A-denklemini” saglar :

F)=det(F\))=0|, (45)

yani .
F(X)=0, (48)

gegerlidir; bu, § 14.3 deki F(A) =211 — A ozel halinde (Cayley - Harnil-
ton teoremi} oldugu gibi ispatlanabilir. ,

Bu ise derecesi < mn olan (42) tipinde bir denklemdir. Bunun yu-
karda gosterilen gekilde bulunan c¢dziimlerinin normal gekilleri ¥,,Y,,

..., Y, olsun. Bu durumda (43) iin her ¢dziimii Xi= P; ¥ P’ geklinde

olup P;, bilinmeyen doniigiim matrisidir. Tekil olmayan P nedeni ile bu-
nun, denklem (43) de yerine konulmasi ahlinde,

AP Y" 4+ AP Y .+ A1 P Y+ AP =0, (47)

yani P; déniiglim matrisi igin, denklem (35) tipinde genel, lineer bir mat-
ris elde edilir, § 20.8 e bakimz,

SAYISAL METODLAR

21. Ozdeger Problemi : Iteratif Metodlar.

Ozdeger probleminin sayisal incelenmesi yani bir matrisin 8zdeger
ve Ozvektodrlerinin bulunmasi az sirali matrislerde bile genisg kapsaml bir
sayisal iglem olup bunun igin pratik matematikde, ancak bazlari bura-
da verilebilecek olan gok sayida sayisal metodlar geligtirilmigdir. Ik &n-
ce, §14.2 ve 14.4 de birer drnegi verilmig olan direkt ve iteratif metod-
lar ayirdedilir, Direkt metodlar, problemi, karakteristik denklemin ku-
rulmas1 sureti ile cézerler; bu denklemin kokleri tiim 6zdegerleri verir.
Ozvektdrler ayrica bulunur. Caligma miktar:, genig kapsamh matrisler-
de artar. Buna kargihk iteratif metodlar Szdegferleri ve Ozvektdrleri
dogrudan dogruya, karakteristik polinoma ihtiya¢ kalmaksizin verirler
ve bunlarin arasinda bir gurup olan ve Von Mises-Metoduna dayanan
vektdr iterasyonlarinda her defasinda, 6zvektdr yanmnda bir zdeger bu-
lunulur. Genig kapsamli matrislerde matrisin tiim &zdegerleri ¢cok na-
diren oldugundan, vektdr iterasyonu ayri bir &zellik tagir. Bu neden
ile zdeger probleminin sayisal incelenmesine bununla baglanaecaktir. -

21.1. Von Mises Vektor Herasyonu.

§14.4 de verilen metodun prensibini kisaca tekrarhyalim. Reel!
ve ayrica kdgegen benzeri? sayilacak olan n-sirall A matrisinden, keyfi
n-giral reel vekitér z, dan - 6rnegin z, = (1,0, ..., 0)" harcketi ile siras1
ile “itere edilmisg” vek'tﬁrler. bulunur.

zy=Azy_4 |, v=12,.... 1)

%, 1n, matrigsin x; dzvektorlerine goére

1 Komplex bir matris, §13.9 uyarinca reel gift sirali bir matrise indirgeﬁebilir.
2 Veya, dominanj: bzdefere gbre lineer elemanter boélenli. Bu bahis konusu degil
igse, metoda bir diger, daha kétii yakinsakhk ile devam edilir.
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ZDo=cX1+ CXot e+ CaXy, (2

geklinde matrisin x; dzvektorlerine seriye acindig diigliniilerek itere edil-
mig: vektorler igin ‘
J z,= M X1 + Ay X+ ... + G M) X (3)

elde edilir. 2, '
bl > Dl z sl = ..., 4)

ise ve x;,¢; == 0 ile birlikte z, baglangic vektoriinde var ise, artan ite-

rasyon basamag) v ile (3) deki ilk terim gittikge tekrarlanwr. v — o igin - -

zv-—>)v\1’ (4] X1EX1 ’ (5)
By —> M Zy_ . )

olur. Ardigik iki itere edilmig vektériin orani donﬁnant = en biiyiik 6z
degere yakmsar, kendileri ise dominant (max) Ozvektvre yakinsarlar.

Vektor bilesenleririin (> 1 veya <1 uyarinca) c¢ok biiyiik veya
kiiciik sayilara gitmesini 8nlemek igin z, vektorii, her iterasyondan sonra
uygun gekilde normlagtirihr. Bu durumda (1),

Wy = Ay ' : (1a)

Zy =Wy Ky (1b) 4

ye ayrihr, buradaki normlagtirma garpani k., artan v halinde }; e ya-
kinsar. El hesabmnda en bilyiik bilegen 1'e normallagtirma yaplhr, ve k.,

w\,nun uygun bilegenine egit olur. Makina ile hesa.bda,, k,? = wy w,igin, |

z,"%Z,= 1 normu bulunur. _
‘Simirda ortaya gikanz, ve z, 1= Az,niinz, 1->A1z, orantisi x, §z-

vektoriiniin sinir olmayan X, bilegenlerinin tiimii igin,
g = 20D/ >, L )

geklindedir. Max. bilegen z{M=1 e normiagtirilmada, normlagtirnia gai'—
pam k,=

g, M diir. ftere edilmis z,vektérlerinin, dominantolmayanx;(i>2)
" dzvektdrlerinin kurumlarina sahip oldugu siirece g,(v)oranlart bilegen }
geklinde farkl olurlar. Bu tip farklarin karglagtirilmas: icin, dominant i
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tzdeger A igin yaklagim olarak, ortalama anlaminda “Rayleigh -orani”
kullanilir :

Z sz

=ER[z]= )

z'y 2y

Reel simetrik matris A = A’ hali igin bu deger, § 15.2 de gordiigiimiiz gi-
bi, 3 = Max R {z] seklindeki ekstremél dzellik ile bellidir. Buna gére
ilk once

A1=M, A=A icin . 9)

olup burada esitlik 1§a.ret1 z = x; igin alnir. Ikinei olarak z vektoriiniin
yiksek dereceli x;(i > 2) Ozvektdrlerinde dnemli giicliikler gostermesi
halinde A, iyi bir yaklagim olur. A; in hatasi vektdr hatalarina yani z
vektoriiniin ¢;(i = 2) a¢mim katsayilarina goére ikinei mertebeden kiigiik-
diir.

Bu son ozellifi, simetrik olmayan, genel A matrisinde de elde etmek
igin, § 15.2 de gosterildigi gibi, (8) oram yerine “degisim oram”

(10)

kullanilir; bura.da. itere edilmis =z, vektorlerl ya.mnda, keyfi baglangic
wvektérii y, halinde,

V= Ave (1) -

uyarinca tranpoze matris A’ den bulunan soldan itere edilmis v, vektorler-
rinden de faydalanilmgdir. Itere edilmig z, veya v , vektorleri x; dominat
dzvektorlerine veya y; sol vektoriine gore onemli giigliikler gdsterseler
bile, bu (10) oram X igin iyi bir yaklagmdir. Ornek :

16,059 2,268 0,244 — 0,396
5,061 0,855 0,080 — 0,133
9,072 1,344 0,147 — 0,231
11,928 1,428 0,168 — 0,273
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B ‘ Sag- ve sol vektdrler igcin maximum bilegen 1 e normlagtirmada yapilan,
toplam kontrollu iterasyon Tablo 21,1 de gtsterilmigdir. i, : J; = 110 ne-
. 5 5o . deni ile yakmsaklk, ¢ok iyidir. Degismis Rayleigh - orani (10) uyarmca
‘. o ;tg %:’;%\ { yaklagim defer A,, verilen tiim haneler igcin dogrudur. Buna kargihk
= 553 gde ' vektdrler 5 hanede uygundur. Ayrica 21.4 deki hesabin devamina ba-
- T ¥ kinlz. '
g Dominant Ozdeger c¢ok kath ise, p-kath Ozdefer ), igin p adet
3 dzvektoriin var olmasi halinde, metod dilzgiin olur. Aksi halde yani )
. . iein lineer olmayan elemanter bdélenler var ise, ortadan kaldirilmalan
s & oD age ) N - .
8 :‘§ §§ zIen Bzel tedbirleri gerektiren yakinsakhk ‘giigliikleri ortaya cikar. Diizgiin
= e 8 § § San ‘ , hal igin, p-katl ozdeger i, ve (i) > [iy4i| halinde, v —» o yazilarak (5)
He D o oo b
v SRS A pii R 1 den
g -
i . Zy— A (e1x + G Xe + ...+ c,x,) = x{D, 12
'§_ ‘2 bulunur; (3) ise degigsmez. Yani itere edilmis vektorler yine ;e ait bir
- ‘u‘ ozvektdre, yani A e ait p-boyutlu Szuzaymn bir vektoriine yakinsarlar, p
@ 5 ;”:\\u% - §§ ~ = cadet =", ..., %™ baglangic vektoriinlin uygun secimi ile, dzaym baz
2 2R38| E_R —% olarak p adet lineer bagimsiz dzvektor x,10 ... x,® elde edilir.
)i;D Wt et [ en a w0 ﬁﬁ&’ o L i o
) 08§18 RESRd| _gge 8K
n Soss|~|jlocgcd c?cl’crogm ‘ ' ‘
g Ll a e 21.2. Aym Degerli, Ozellikle Kompleks Ozdegerler.
- o .
,‘Ej %‘ §§ © §§§ W& Cok gaylda, aym degerli dominant Gzdegerin ortaya c¢ikmasi halin-
g = E E § § T e de metoda degigiklik gerekir. Bu durum, esit iki deger i¢in gbyledir :
B 1£58(8| 3883 333 ¢  f | : '
E cédgiclegdc|occ® - 2 Cal= >, 1238, (13)
o .o '
g =2, | JTT Burada ya iki reel, ters igaretli egit deger vardir ve biylece A=~ —2;
=3 cwmo oo T _ oy f . ~ spys _
L= NIRG| Swes bulunur veya i, = }; gibi eglenik kompleks bir deger cifti vardir. 3;=—3;
- Ao D wy Wy I e O - o 5 . " . .
= 2388 SZER) TEE halinde, artan iterasyon basamagl igin agmim teoreminden,
™ GE2%|Blocsor|osed I
o
% zy~>AMlaxi+ (—1)ex] . 14}
-+ /
o P
a=aw| g 133;\ bulunur, |
e sd | ] . ' ,
\_?3 33 ol Il Al ol IR Cift ve tek v sayih vektorler farkh yakmsar. Bu durumda
‘ e W2 15
. Faad . - Tv+2 S %y (15)
- =1 FFEE
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olur. Ancak dominant dzdeger kompleks ve reel matris icin eslinik
% = 0 deferleri dzdeger ise, ilgili gzvektorler de eslenik kompleksdir.
X, = u *iv. Reel Jbaglangi¢ vektorii z, halinde ¢, ¢; agmim katsayila-
rida eglenik kompleksdir : C

Zo= €1X1+ C1X1+ C3X3 + ..o+ CaXn,

zira yalniz, eglenik kompleks degerlerin toplamm genellikle yine reel ola-
bilir. Béylece, ¢, 7= 0 icin

z\) - ll C, Xl + 1-:,—61 §1 ’ (16) ‘

veya, iki eglenik saymm toplam reel ve reel kismm iki kat oldugundan,

z, — 2.Re M 1 X1

Kompleks vektdr ¢, x; in, kompleks 2, saysi ile stirekli garpim dénme
uzamasma egit oldugundan itere edilmig z vektorlerinin bilegenleri, bu
sayilarin reel kisimlarl olarak tamamen diizgiinsiiz bir - degigim gosterir

ve gimdiye kadar ki -anlamda bu vektorlerin yakmsakhg1 bahis konusu

olmaz. Kompleks dominant szdegerler, itere edilmis vektor hilegenlerinin
bu tip tamamen diizgiinsiiz bir. tutumu halinde ortaya cikarlar. Buna
ragmen burada, baglangicta’ gizli olan yakmsaklik vardir ve bu agagl-
daki gekilde anlagihr. Yine (16) da say1 carpanlari, dzvektdriere dahil
edilir ise, yeterli biiyiik v basamagl halinde iic ardigik vektdr igin

Zy = X1 -+ X9
Zv+1=?\.1X1+ )L2X2 .
Zy g = M X1 +2ix; )

pbulunur: burada yine genel olarak i, X, yerine X, X yazilmgdir, Geo-
metrik anlamda, denklem (17) deki ii¢ vektdr, x;, X, nin kapladigi diiz-
lem de bulunurlar; yani lineer bagmsizdirlar ve su bagmtr vardur.

z\,+2+a1zv+1+aaz\,=o . (18)

a, katsayilarmin hesaplanmasi icin, siitun- veya satir gekline sokul-
mug fig 2z, vektoriine zincirleme algoritma uygulanir; burada lineer ba-
glmllllk, ficiineii ve daha sonraki satirlarm gifir olmasindan anlagihr.

(1)
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(18) de, (17) nin sag taraflar yerine konulur ise,
MYtadtadn+ O+ ad+a)x:=o0

gikar, Ancak Xx; ve X; lineer bagimsiz oldugundan A; ve X, igin ikinei de-
rece denklemi

|)\‘2+a1)\'+a0=0

' {19)

ve bunun coziilmesi ile, kompleks halde

M=a+if

M=o —ip (20)

geklinde gosterilen iki Szdefer elde edilir. Oz vektérler - bir i
- * B a 3
mal edilerek - denklem (17) den s Tk

=2y — My
X2=z\,+1-—},lzv d (21)

kompleks halde ise, |
X = 2y~ @2) = if 2y ' (22)

olarak elde edilirler.

Metod yine belirli, Rayleigh oramna benzer ortalamalar bulunarak
kisaltilabilir : boylece yiiksek dereceli dzdegerlerin giliclitk g:kardlél ite-
re edilmig z vektdrleri halinde bile, GzdeZerler icin iyi yaldagmﬂar’sag-
1a131r..Bu giicliitkler nedeni ile, 0,1 ve 2 indisi ile gisterilen {ic ardigik itere
edilmig vektoriin lineer bagimhliF (18) yalmz yaklagik gekilde gegerli
olur. Simdi a,, a; katsayilarma bagh

$ = (o Zy + a1 Z1j+ 2 (23)

-~ kalan vektoriinii hesaba katalm ve a, ve a; katsayilarm, en kiicik
- Hata kareleri toplamindan bulahm : ' '

Q= Q(a,a)=s8s= Min. (29

B 21
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Boylece 3Q/5a; (i =0,1) kogulla.ﬁ 8y, 4, cinginden lineer iki ‘“normal
denkleme” go6tiiriir
| Koo ao + Kot 1 + Kea= 0 25)
kwoao+ kuay + kp=0
bunlarm katsayilar .
I kijmk_ji=z’izj ' o (26)

. (i=0,1,j=0,1,2) dir. (25) den bulunan a,,a, degerlerini denklem
(19) yerme koyalhm :

|A2'+a14+ao=0 . . @n

4

- Bu durumda A, As kékleri icin 6nce reel simetrik matris A igin gu gos- .
: bu, yiiksek dereceli ¢; agmim katsayilar: cinsinden karesel
ifadeler kadar hatalidir yani Rayleigh- orani igin ka,raktenstlk tutuma -

terilebilir !

sahibdir.

Simetrik olmayan matris A halinde metodda, 'sol itere edilmig w
vektdrleri kullamlarak, degisiklik yapilir. Boylece normal denklemler :

koao + K11 + Fa=0 . 258
k1ao+kza1+ks=0‘ (252)

seklini alir; buradaki katsayilar indis toplamimna baghdir :

[T =viz| | (262)

Bunlar, son ug itere edilmig z vektorii ve iki sqldan itere edilmig v vek-
tériinden bulunur. Denklem (27) sabit kalir. El ile hesabda a;,a, bi-
linmeyenleri, kolayca goriilebilen

ke T
s Fa|

ko B

__ ko Fa
K, T

In ke

Do=

f

1 Z. angew. Math-Meck. Bd. 42 (1962), s. 210 - 213.
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determinantlar kullanilarak, agagidaki gemadan rahatea bulunur.
ko k1 K
ki ka ks
‘Do Dy D |:D
ao & 1_
Boylece hesaplanan a, = Dy/D , g, = Dy/D degerleri icin
g = A1 42 = hids + A/D¥ } (28)
— (A1 + A2) = — (A + Xg) + Ay/D*

oldugul gosterilebilir; burada D* = (3, — L,)2 + A olup A, A, ve A bil-
yiikliikleri bilinenler clarak,

-l-c,,x,.
+d V.

S ERy=0 X1+ Cxi .
vo=diy1+day:+ ..

agimmlarinin ¢;,d; (i> 3) a¢mum  katsayilarmdan bulunur. D* mn da
kiiciik oldugu ); = ), hali digmmda (28) de A,/D* ve A;/D* hata terim-
leri ikinei dereceden kiiciikdiir ve bdylece A;, A, yaklagimlar, simetrik
matrisdeki Reyleigh- oram veya genel matrisde bunun genellegtirilmesi
gibi, aym hata. gekli ile karakterize olurlar.

'(27) deki genellestirilmis A, , A, Ray1e1gh- oranlarinda ilgili ozvek-

' torler igin :

X1=%Z— Ay %y
Xo=Z2— A1Z1|°

(29)

| yaklagimlarr bulunur ki bunlar, itere edilmisg vektﬁflerdeki giiclitk nede-

ni ile, A-yaklagimiar1 kadar iyi degildir. Bunlarm duzeltllme51 ileride
(§ 21.4) ele alnacakdr.

Tiim igslem ikiden fazla dzdegerin simultane iterasyonunun érnegin
egit veya hemen hemen egit iic ozdeger haline gemgletﬂeblhr ve buradan
genel hal ortaya gikar :

2! = Ml = [hs] > A (30)
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Burada, belirli bir y basamagmdan itibaren, yeterli dogrulukta -

z, = X+ Xz + X3 ]
Zy p1=MX1 + Mxa2+ A3 X3 @1
z\,_|__2=7\.;"- X, -+ )\,§X2+ )\.gx?,

J

Zv+3=}\,$x1 -4 )\rgX2+ )\‘gXB

bulunur. Ug dzvektoriin kombinasyonlar olarak bu dort vektor yine li-
neer bagnnhdlr yani,

Zy2 + Uy Zy 5 + 1%y 41 -+ aoz\,— Ol

geklinde bir bagint1 vardir.

Burada da iterasyona, lineerlik bagmtisi (23) tamamen saglanana
kadar devam edilmeyecekdir. Daha ziyade a; katsayilari, y indisi yerine
0 konulan, agagidaki en kiiglik kalan vektor hipotezinden bulunur :

‘s = OpZo -+ &4 2z + G22Z2 1+ Z3, (33)

Boylece, yuké,rlda olduﬁu gibi, (26) veya (26-a) dakilere benzer k; ve-

va ki, katsayilh, (25) veya (25-a) dakilere benzer a; cinsinden ii¢ nmor- . .

mal denklemden olugan bir sistem ortaya cikar. Bu durumda ozdegerlere
ait A; Raylelgh-oranla.n, iiclincii derece denklemi, ,
FlAy=A+mA?+tamA+a=0 (34)
in kokleridir. x; dzvektorlerinin (ve y; sol vektdrlerinin) bulunmasi igin
§ 14.2 deki. gibi hareket edilir. Horner semaSL yardimm ile mdlrgenrmg
polinomlar
_ =) :(A-4) = A7+ b4+ b, - (39)
bulunur; bunlarm b,®,b® katsaylari, (34) iin céziimiinde kullamlan
Horner-gemasinda ortaya cikarlar. Boyleece i=1,2,3 i¢in .
hhd=m+w%ﬁw9%=& (36)
bulunur. Ayn: gekilde f; (vy) = y; olur. - (19) denklemleri, ikinei derece
polinomu £(A) igin, bu (36} denklemlerinin kargitlaridir.

Iki Szdegerde simultane—iteré.syon icin iki Ornek verilecekdir; bun-
lardan biri reel ve digeri kompleks Szdegerlere aitdir. Her ikisinde de
vektorler normlagtimlmarmgdir.

(32) |
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1. Ornek!: Agagidaki
simetrik - matrigin domi-
nant Ozdegerlerini bulu-
nuz.

4
5
A=\ —2
~2-1

2
1—
3
4

S Ry
b O e

Tam tzdegerler

M = — 802857835
ho=  7.9329 0472
M= 5,66886436
M= ~— 1,5731 9074,

diir. A; cok yakinligi nede-
ni ile ilk iki 6zdegerlerin
simiiltane iterasyonu icin
de daha ¢ok geyler verilir,
Boylece yandaki tabloda
hesaplanan sonu¢ dogru
olur, Denklem (29) uya-
rinca hesaplanan d&zvek-
torler olduk¢a hatalidir.
(A— AN x; =0 cgozile-
rek daha iyi degerler bu-
lunur. Bunun igin § 21.7
deki, A; yaklagmlardan

- hareket ile, bir ka¢ adim-

da ilgili zvektérler ile bir-
likde dogru (tam) Ozde-
gerleri veren diizeltme me-
toduna baliniz.

2. Ornek : Kompleks Oz-
degerler :

33 2 2
. [ -9 8 0-9
A=l 34 1 5
5. 6-2 6

150. Ornek orada bagka sekilde incelenmigtir.
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éég % 8 § E D‘g? @S 21.3. Otomatik ‘Hes_ap.
83881 88 33
RUER I I Ty R Hesabm uniformlugu nedeni ile iterasyon metodu Ozellikle otoma-~
: tik hesap icin uygundur. Bu maksad ile, 6nemli hususlar: kapsayan ve
. ; fsaltilmig bir Algol- seklinde yazilmig iki program verilecekdir. Cok sik
- BREH(] . B3Iy §\ rastlandig gibi Gnceden farkh reel ozdegerler bekleniyor ve yalniz bun-
ISEEBF Cl|Eg 2|8 T larmn en biiyiigli dnemli ise hesap, 211 de oldugu sgekilde bant olarak
« < h [ : yapilir. Baglangic vektorii o = (1,0, ..., 0) olsun. Simdi x ve y ile gos-
Ei terilen sagdan ve soldan itere ed11m1§ vektorler x"y =1 e normlagtiril-
P b soeely 3 Iir. i sayis1 (tamsayl) S siumrina varincaya kadar iki ardigik Rayleigh
o wl® =S| O N B0 v e, 4 -7 i i
o W¥|RFRZIE £AX 2aE 8|2 oranmin 10-7 mertebesinde ¢akigmasina - kadar gecen iterasyon adim-
7 S0 alr T g3 ‘ ~ larm sayar ve ayrica, buraya kadar yakmsaklik ortaya citkmamas: ha-
§ _ €38 1 Ii igin, (i = 50) de hesabmn durdurulmasma yarar. Smira varigdan son-
= aggals aezai- T3 o - - raki t sayimi, vektorlerin dogrulugunu biraz daha arttirmak igin ii¢ ke-
E sl=e ‘°§°§ § FIR° RG-1 | re ek iterasyon yapilmasm saglar.
£ oo IR U DR S
P R I x:=y:=¢; K:=0;i:=¢:=0;
’gﬂ \oo\ocr;- 0O e gﬁ%%» 1t: z:=A-x'w:#A’y'
¥ w[IRIRZ 03T ¥[¥ 27RE g o .
5 I Foor |l oiesfda § ki=z'w;h:=kiz'y;k:=abs(k); k:=sqrt(k);
m - .
-’g : W=D ™ e O l l I i X:=Z/k'y:=W/k"i':'i—.+1;
I =+ Ll A=) wh v 1
g L I L o o ; _ if i = 50 then goto £;
Q - P : ~e O
M : %gé g 8: ifabs(h — K)/abs (M) < 10~"thent: =1t + 1;
. , o % q
?3 gloemvla glmasale §§;8 rﬁ K:=\;ift > 3then goto £ else goto It;
N o9 L
= an o E: Drucke (i,MX,¥)
8 Ff~cooll glwococol] A = .
ée & x:=y:=¢e;Ki=0;i:=¢:=0;
TR It: z:=Ax;u:=A'y;w:=Az;v:=Au;kl:=y'z;
& D | < LA JRYe B JEU. v H . .
! E2:=y w;k3:=u'w kd:=v w;k:=abs(k4);k:=sgri(k4);
DY R "+ |0 hWi=p4/k3;D:=k2—k1XEk1;4:=D/k2;
o mm‘..}_kg&. <jaeoale : | t=w/k;yi=vik;i:=1+2;
| ! H ’ if { = 60 then gote EO0;
IR @eaaly ; if A < 107® then begin B:=abs (A — K)/abs(\);
‘ ‘ if B<1077thent:=¢+1;
o 1 .
3 2 i E:=M\;ift > 3then goto Elelse gotoIt
& Y |
a { end then
|
|
|
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else begin a0:=(k1X k3 — k2 X k2)/D:

B:=abs(a0 — K)/abs (a0);
ifB<107thent:=¢ 4+ 1;
K:=q0;ift > 3then goto E2else goto It
end else;

E0: Drucke (,Nichtkonv, i, A, X, y); goto E3:

E1: Drucke (i,\,x, ¥);goto E3;

E2: al:=(k1Xk2—13)/D:

:=—al2;ri=aXa—al;q:=abs(r);B:sgri(q);
if r = 0 then begin M:=a+8;02:=0a—f;
xl:=w—A2Xz;x2:=w—\1Xz;
<y1:=v%7\,2Xu;y2:=va1Xu;
kbi=x1"yl;k:=sgrt(k); -
xl:=x1/k;yl:=y1/k;
k::xZ’y2;k:=<sgrt(lk);
X2:=x2/k;y2:=y2/k;
Drucke (,Re", i,?\.l,xl,'yl,R.Z,xZ,yZ)
end then '
else degin ri=w—a Xz!s: =B Xz;
pr=v-—aXuv;q:=8Xu;
k:=r'r+s’s;k:=sqrt(k);'r:=r/k; s:=8/k:
k:i=p'p+da;k:=sqrtk);p:=p/k;q:=q/k;
Drucke (,Im‘, ¢, 2,8, r:5,p, q)
end else '

21.4. Yiiksek Ozdegerlerin Hesaby: Koch Metodu.

Vektor iterasyonunun dominant = en bilyiik A, 6zdegerine yakmsa-

ma bzelligi, titregim problemlerin de ana frekanslar, stabilite problemle-

rinde titregim problemlerin de en kiigiikk kritik yiikleri igcin &nemlidir.

Bunlarin ters degerlerine, ilgili matris probleminin dominant &zdegeri

b
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karsihk gelir. Ters véya kesirli iterasyon ile en kiigiik matxji.s 6zdege- _
rinin dogrudan dogruya ozellikle teknik problemlerde var olzi,:v.n gen:al oz-
defier problemi Ax =)1Bx ile bagmtih olarak bulunabilecegi asa{gidakl
paragrafta gorillecektir. Dominant deger 1, disinda, a,z.ef,lan 13-(1.% 2)
deferleri onemli olup bunlara, numaralarindan dolayl, yuksel.: .ozdegt.ar-.-
jer adi verilecekdir. Bunlarm vektdr iferasyonu uygulanmasi igin ggglt.h
yollar vardir. Bunun igin, dzvektor x; ve sol 6zvekt6r ¥, yanmda, si-
metrik olmayan halde, dominant deger ), in yeterli sihhatle &neceden
pulunmus olmasi éngdriiliir. Koch ! metodu olarak bilinen birinet yol sa-
bit matris igin normal metod gibidir; ancak dominant ozvektdr x; bilc_a~
genine sahip olmayan bir baglangie vekidrii z esas almir. Bu tip bir
vektoriin bulunmasi ve, yuvarlatma hatalarindan dogan bilegenlerin or-

: tadan. kaldimlmasi, bir satir ve siitunun eklenmesi ile sagla.mr. Bagka bir

B yol matrisde degigiklik yapilmasidir. Ornegin Wielandt'a? gére rvnatris?

N indirgenmesinde, mertebenin (n — 1) e indirgénmesi ile i 6zdeger1?m
yok edilir. Hotelling ’e * gore matris deflasyonunda, Gyle yapilr ki .deger
diigiilerek 2; = 0 yapiir. Tki halde de geri kalan i; 6zde§er1eri degismez.
Her matris degigmesinde, yuvarlatma hatalarmdan dolayr yanlglik teh-
likesi ve - burada onemli olan - hane kaybi+ vardir.

Kogegen benzeri dngdriilen matrisin n adet x; 6zvektdriine gére key-
fi bir x

x=c1xl+czxri-‘...+c,.x-,,, (37a)

. vektériiniin ¢; agmmm katsayilar, ik igin ¥y x, = 0 ortogonallig1 esas
almarak, y'; sol vektorleri ile ¢arplarak bulunur, § 13.4 e bakmnz, Ay-
rica vektdr sistemlerinin '

(38)

y’i X, = Szk »

1 Roch, J.J.: Bestimmung hgherer kritische Drehzahlen Verh. 2-internat, Kongr,
tech, Meck. Ziirih 1926, = 213 - 218.

: Wielandt, H: Math 2 Bd. 50 (1944), s. 93 - 148,

3 Hotelling, H : Journ. educat. psychology. Baltimore Bd. 24 (1933) s 417, 498,

4 Hotelling ve Wielandt metodlarimin, sthhat bakmmindan kargilagtirilmasi 3 bas-
kida yapilmigtir. Orada teklif edilen Hotelling- metodu gekli Koch. metoduna
dzdegdir. Matris degigiklifinin bu ve diger tipleri igin E. Bodewlg, Matrix Calculus
[2], 8. 857 ye balumz. Bu neden ile Koch metodu burada biraz degigik Ve, . X, ¥,
baglangic degerlerinin hatalarmdan etkilenmeyen, ayrica makine hesabr igin
uygun olan bir gekilde verllecekdir.

f

A




_geklinde binormlagtiriir ve bdylece iglem (41) ve (42) denklemleri ile
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geklinde biortogonaﬂagtlrmaél Angorilliir ise, x vektériiniin bilegenleri

olarak

c; = y’z X (39&.)

elde edilir. Aymi durum, y; sol vektdrlerine gore seriye agmm:ig

y=d1y:l+dZY2+-..+dnYn (87h) 3

vektorll igin gegerlidir, bunun katsayilar :

dir.

Ayrica hig olmazsa Onemli (ilk) tzdegerlerin farkll olmasini On-

gorelim :

x ve y keyfi, ancak ortogonal olmayan ve dolayisi ile X'y =1 binorm- ¥

lagtirilabilen iki vektor ise,

icﬂ =y x| veya ]d;:zxﬁyl ' (41).
yardimu ile bunlardan birer, X; veya ¥ den bagimsiz vektor elde edilir

)

A matrisi ve bunun A’ transpoze matrisi ile iterasyondan agagidaki ite{

re edilmig vektdr cifti elde edilir.

’z::Avt veja. w:=AYy

E

(43)

bu ise,

ki= Ve w (44)

yardim ile yine

x:=1z/k veya y:=w/k (45)

yeniden baglar. Ik adimdan sonra c¢; ve d; katsayilan sifir olmahdlif
Dogru olmayan baglangic degerleri ve yuvarlatma hatalar1 nedeni iley

d=xy . - _ (39b)".'

[l > ol > [ha] > - L (40) |
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gifirdan farkl kiigiik sayilar ortaya ¢ikar. Bunlardan olugan (42) deki
clkarma terimleri, hesabm x; ve y, dominant. vektdrlerine yaklagmasim
gnler. Hesap, ' '

Z=/AX Veya W= A2Y¥, (46)

ye yakmsar ve buradan, ikinei 6zdefer igin yaklagim olarak Rayleigh-ora-
n1 bulunur : ‘

Avi=wrzwx=z2wiz'y | (47

Bd a.rd1§11_t adimin A, deferleri arasindaki fark, verilen bir ¢ smrindan
kiigiik oldugunda metod son bulur.

Simdi gerekli x, ve y, vektorleri tam degil de, dnceden verilen adi
iterasyondaki %, ¥ yaklagimlar geklinde s6z konusudur ve vektdr yak-
lagimlarinda, iyi bir Rayleigh-yaklagim A, halinde bile, x;,y; (G > 2) vek-
torlerinin 6nemli giicliikleri bulunabilir. Bunun sonunda ¢, ve ¢; diizelt-

me katsayilamn,

B Ci=Y4X ve dii=x1y, . (41)
yaklagik degerleri geklinde, sifirdan farkli olurlar. Boylece hesabin ya-
kinsaklif1 x ve y vektdrleri, x, ve y, ara parcalarl yamnda diger ozvek-

- torlerden az veya ¢ok zayif parcalara da sahibdir. Bunlar, iterasyonun

bitiminden &nce, agagidaki gekilde yok edilir.
Ik énce %, yaklagmmlarim,

%1=X1+Y2X2+---+Ynxm} : . (48)
‘yl:.y1+82YZ+.--+8nYn .

-"ge;.klinde, bzvektérlere gore geriye agmmis kabul edelim; burad.a, vi, o le
:gore kiigitkk katsayilardwr. Toplam vektdrler igin yine 1 e gdre kiigiik k;,

katsayili bir seriye agimm denklemi yazalim :

(49)

x=kxi+xs+Rsxs4 ...+ kX,
y=hyi+y+hys+...+ 0Ly }

ikinei mertebeden, kiigiik & k; ve 11, garpunlé.n ihmal edilir ise, diizelt-

e katsayilar igin
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€1=§'1X=k1+52:}
dl:x'ly:‘zl-l_'r?l

elde edilir ve boylece, bunlarin artik sifir olmadig1 teyid edilir.

v ve u vektorleri igin (48) ve (49) dan, yine ikinci mertebeden, ki- |

¢iik carpanlarm ihmali ile,
V=X-— X1 = (kI-—c:)xl +Xx 4+ Zkix:,
u=y-dyi=t-d)y, +y+Ihy

ve buradan, itere edilmig vektdrler igin
Z=AV 2(k1 - 51)‘)\.1){1 -+ }\;QXQ -+ ZR,')\«;'X;',
w=Au= (11—.31))«1)71 +day2+EZL iy

bulunur, (46) dan, katsayilarm karailagtlrllmas1 ile

Ky (M — Az). =0 Myha—~ A =didy, (51)
Az =), 52)

ki=1=0,iz3igin 53 §

cikar. Ikinci 6zdeger igin, iterasyon ile bulunan A, yaklagimi, hatalt % )]
¥: baglangi¢ vektérlerine ragmen ikinei mertebe hatalan diginda, dogru-}
dur, x,y tam vektorleri, birinci yaklagimda yalmz x, ve y, pargalafma
- sahibdir; ve bunlar (51) den gikarilabilen k; ve I; Katsayilar: yardim ile§
kolayca yok edilebilir. Tiim tam degerler yerine yaklagik deferler ko-
nulur ise - bu, diizeltme biiyiikliklerinin kii¢iikliigli gtz oniine alindiFm- 4

da, s6z konusu degildir - iterasyonun bitmesinden sonra uygulanabilen:
diizeltme formiilleri bulunur : 4

o= e A1/(A1 —

Lt = di A/(dr — A2) ‘

ve

£23=X—k1;1 §z:=y—l1§1|-

(50) i

333

fxinci dzdeger igin A, yaklagimmin bulunmasindan sonra hig olmazsa
%, ve ¥, deki parcalar yiik edilmek sureti ile %, ¥ yaklagimlari ayrica
duzeltﬂebﬂJr Bu durum, yiiksek terimleri (i 2 3) ihmali ile, (48) den
kolayca ortaya cikar. Diizeltilmig vektorler sunlardir :

xi=AX - A% |, (56)
yii=A"y1— 421

Bu diizeltilmig degerler- binormlagtirildiktan sonra ancak, diger
%, ... Ozdegerlerinin bulunmas: igin igleme devam edilmesi halinde, kul-
lanilir. x; ve y, vektdrlerinin ve j =1 ild (1 — 1) igin A, ozdegerlerinin
verilmesi halinde 1-inci 6zdeger A nin hesablanmasina ait formiiller aga-
g1da yazilmigdir : ‘ P :

c,-.:y’jx, d,-::x'jy. j=1,2,...,1-—1 (41a)

-1 —1

vi=x— Z ¢ x5, u:=y——§2d,-y,~, (42a)
1
z;:=Av, w:=A"u. (433)
Ek diizeltme,

kii=c; A;44;, —A), Li=6d;4;/(A;— A), (54a)

-1 -1
xi=x—Zkx, Wi=y-ILy. (552)

1 _ -

yarinca yaplr,

El hesabi icin metod basit ve adi iterasyon tipine gore igler, bu-

‘nun jein A matrisine ¥, satirn ve A, x, siitunu eklenir; burada x,, ¥: %=1

normlagtirilir, Tablo 21.4, y’, satirt, her adimn bagmda ¢; = y; x kat-
‘sayisi1 verir. Burdan sonra, itere edilmig vektodrii, (42) ve (43) den
lugan

Z=AXx— ¢ A1x1,
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geklinde hesablanir; burada cikarilan terim A;x; ek siitunu ile verilir.
< t-'z'_: TR - z den x € norm1a§tuma, el hesabinda, 1 bilesenine normlagtirma ile ya-
I ~ SRRRERER|E { fir. Bundan sonra z nin aym zamanda aranan ; ¢zdegerlerinin yakla-
— SIRAZR A = 3 gmt olan bu bilegeninin yazilmasi yeterlidir. Yeterli hizla yakmsakhk ha-
. vy = P - [aa e B o] o E i . . 2y e
g §|g38x|988 3 - linde, Rayleigh yaklaglmmdqn vazgecilebilir. Tablo 21.4 de 21.1 deki or-
g N R S R W  nek orada bulunan ve bilerek 5 haneye yuvarlatimig x; ve y, vektorleri
; =, ile almmgdir. Soldaki vektdr x;, sag ek siitun A, x, in hesabindan once,
g x; = 1 e normlagtirimigdir, Iyi yakinsaklik nedeni ile iterasyona, 2;
] 1 ¥y A Y
= ; 2% 2B ve x degerleri artik degigmeyene kadar devam edebilir. En sonda x vek-
o~ w0 - ol B AR, - e es . . .
k= Sl8sng g 2B toriiniin, denklem (54), (55) uyarnca, x, dzvektoriine diizeltilmest ya-
o el ] L ] S e . . - v s
Ei 8 T ‘T T T e g&- 1 ‘pir; buradaki — e;/(A; — A;) katsayis1 agagida sagdadir ve A;x, sii-
’: T g3 3 tunu ile carpilarak diizeltme vektdrii olur. i;,X, nin son degerleri he-
S . men hemen tamdir. '
) !
= o cREEBE|52E
o S|IB8xE SCEFRANA|RES 1 - 5 o ,
o el I N e Nl B - A A Al IS O - 21.5. Kesirli lterasyon. Genel Ozdefer Problemi.
E = cooC [ e e R = 8:\0 F :
=) hrihrSh el e T p ’
L °< e F: . - - s oo bs - s as
B TTHi I TT7s 3 Ekseriya rastlandign gibi A matrisinin en biiylik degilde en kiiglik
® ' . pzdegerlerinin bulunmas: istenir ise, iterasyon metodu A. yerine, dzdeger-
= cmemnlome " ler olarak x; = 1/); ters degerlerine sahip invers matris A-! ile uygu-
:E ) clomen| Sed08R3Z|ER2 lanir. Bu durumda iglem, en kiiciik A, halinde, », = 1/), dominant dege-
: L [0 1n o ™ N oo . o . . A
% qlyeaz|- § 5 & SIISR 255 rine yakmsar. Onemli olan bunun, invers matris kullanilmadan da yapi-
— - o wmawyww | D ow s . N . . . . .
B S SN = . labilmesi, normal iterasyon kurali Az =z + 1 yerine, ters gekildeki
: S RERRRREIRRA] -
w
‘ | Az =z, |>Mz 57
:g memoowloam vti v nfvtl B ( )
24 A v R A IR ' ‘
d Oy O 0D . L R e R o S d’ - oW
o 18838 |22 3RTH3F|89 . : .. v s ) :
g VRE R 835555581888 iterasyonunun kullanilmasidir; bu ise dzvektdr igin artan yaklagim ha-
¥ B ' T =z linde 3,%,, e yakmsar: ,
i
-
™ o
2 |2| seun|szzssazies| £ § Zy = hnZy 41 |- ©8)
= n DTSR ESRERERR| 8 B :
) Y BA TR ON OO “"ﬁ":?}.
El M~ Q'Q_N\DMODDC‘OQ .N o
m| SSS|ZRARIARRARRA]F r
2 d3csdssae g ira (58), 2., = A~'z ile yani invers matrisde adi iterasyon ile Gzdes-
) . h H dir. Bu “kesirli iterasyon” (57), itere edilmig yeni vektdr z.., in hesab1
& < igin her adimda, daima egit A katsayllar matrisli ve her adimda yeni
% ikinei tarafli lineer bir denklem sisteminin g¢ozillmesini 6ngdriir. Bu-

nun igin gerekli yoketme‘ iglemi 6rnegin Gauss zinciri geklinin, (A nm
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tggenlere ayrilmas:), brinci alaninda A ya
gore bir kere yapilmas yeterlidir. Her ye-

F ni adim ile yok etme iglemi yalmz yeni

A z, Zy s %z, ... 8af taraflarma genigletilir, by

ise vektoriin iki tiggen matris ile garpim-

P u L na egdegerlidir, yani adi iterasyon kadar

[1;] A 2 caligma gerektirir. Iglem, Sek. 21:1 deki
c gema geklindedir. Yok etme katsayilarimm

alt iiggen matrisi C ve, yeni basamakli

sistemin tist iicgen matrisi A olmak iize-
re, bir defa iigcen pargalanmas:.

]
————
‘ T g
Sekil 21.1, Kesirll iterasyo-
nun gemasi.

A=CA—-C,A

ile her adim
Cz, = Iy Ay,

AZy =2, Zy4a

‘uyarinea atilir; yani once z, sag tarafl, z,ye doniigtiiriiliir, bundan son-

ra basamakl

, Az, =72 (572)

sisteminden, yeni itere edilmig vektor z, +,(87) nin C-! jle ¢arpilmasin-
dan bulunan degigik iterasyon kurali olarak bulunur. Yeni vektdr Zy,,
%, nin yerini olmak icin, normlagtirihyr :

2yt = Zyp 1/t 69

normlagtirma garpam K,., olarak yaz,, in, z,igin 1 olan en biiyiik bi-
legeni kullanihr; veya,

Byi1=V%vi12y11 ' ' - (60)

yardumi ile 1 “azunluguna” normiagtirilir. Her halde bu carpan x, = 1/A,
icin (kesirli iterasyon nedeni ile) bir yaklagimdir ve aynl zamanda, ve-
rilen bir tolerans dahilinde degigmemesi halinde; hesabm sonu icin bir
test bityiikliigiidiir. Bu maksadla bir Rayleigh-oram ya basit olam

i

i
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z'y Az, zy Zy_1
An= Zyz, _ 2y, (61a)
veya, soldan iterelenmig vektdr v, kullanﬂérak,
_ vy Zy—1
An= vy 7y ‘ . (61b)

esas -almir; burada (v — 1) indisi normlagtirmig, v indisi normlagtiril-
mamig vektorleri belirtir, - Koch metoduna gore yiiksek dzdegerlerin he-
sabl, agagida genel 6zdeger problemi Jlgin verilecektir.

En agag1 bir tane tekil olmayan A veya B matrigine sahip bu ge-
nel problem :

Ax=AMBx (62)

icin herhalde kesirli iterasyon yani 6niine bir yok etme islemi eklenen
iterasyon uygulanir. Bilinmeyen x vektdrit yerine denklemin bir tarafin-
da z, diger tarafinda 'z, .;konularak (62) den bir iterasyon kurali bulu-
nur. Yeni vektor z,..jdeki matris tekil clamaz.z, .;in solda veya sagda
olmasina gére iglem, max. veya min. ) Szdegerine yakmsar. A = y? ol-
mak iizere (62) nin titregim problemi olarak &zel anlami nedeni ile -
burada daima en kiiclik ézdegerler (ona frekans ve birinei iist frekans),
bahis konusudur - metod “min” dzdegere yakinsaklik sekli ile uygulana-
cakdir ve bu deger (w; ona frekansina kargiik geldiginden) A, ile gos-
terilecekdir. Yani
] < [hal <0

olsun. Titregim problemi halinde A, bir yay matrisi (rijidlik matrisi),
B ise daima tekil olmayan bir kiitle matrisidir. 3, e yakinsakhik igin
metod '

} Az, =Bz | >MBz,, (63)

geklinde uygulanmalidir ve bu,

(649

Z,—> )leu—}—l

anlaminda yaklhsak olur. z.., in hesab igin gerekli yok etme iglemi uya-
rmeca A tekil olamaz. (sistemde, eksik yay bagina ait serbestlik derecesi
bulunamaz § 27.7 ye bakmiz). Rayleigh - yaklagimlar: olmak
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_zyAz, z'yBzy_,
A= z, Bz, 7, B, (65a)
- veya — simetrik olmayan matrisler halinde — A’ ve B’ ile paralel
_VyAz, V,Bz,_,
A= v,Bz, = v Bz, (65b)

iterasyonun soldan itere edilmig vektdrleri v,,” den faydalanilir; ancak

(64) iin z,,” ile soldan carpimindan elde edilen ve B, vektdrlerinin bu-
lunmasina gerektirmeyen daha basit yaklasimn olan.
- z'y 7,
A = - (650)
B vBy4q1 '

kullamlmamahdir.

A ve B matrislerine, A ya gtire yok etme iglemi uygulamr ise - bu-
rada, yok etme katsaylla,rmm alt iicgeni matrisi C olmak uzere, CA=A

ve CB=B uyarinca A, A ist licgen matrisine ve B, tam B madtrisine
déniigiir - (63) den, degigik iterasyon kurah

Az, .1 = b7, (63a)

yani, yeni vektor z, 1in “agagidan yﬁkarlya dogru” hesablandifi basa-

makh bir sistem elde edilir. Sag taraf olan ﬁzuc u, vektoriiniin ack
olarak yazilmasi gerekmez. B nin:altinda satir geklinde diizenlenmis z,

vekiorii 11e, he‘na,p makinasmda Z}blk Z, Ccarpam toplamm yazilarak, w,’
sag tarafl bulunur. Sek. 21.2 deki gemaya baki-
niz. z,.;yine, yukarida verilen tiplerden biri uya-
rinca normlagtirilir ve yeni 2, olarak kullanihr,

Burada da birinei dzdegfer 2; icin sona eren
iterasyondan sonra X, Koch metodu uyarmca ele
almabilir, bunun i¢in x; den temizlenmiyg z, — ¢, x,
vektorii itere edilir; ve bdylece devam edilir. ¢;.
temizleme katsayilarmin bulunmas: icin, simetrik
olmayan matrisler halinde de,

E Y
N

Zyyt I 1z v

Sek. 21.2. Genel Hzdeger A'y=LB'y (66)

problemi (B2) igin ke-

uyarinca tammlanan ve,
girll iterasyon

R i L 2 i e
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67)
gellindeki sol-iterasyonlardan (transpoze edilmi_s,. matrisgler ile iterasyon)
bulunan y; sol vektérleri kullamlir. Ornegin 1. nei dzdegerin hesab: igin

yeni (1.—-1) adet X, X;, v; defer sisteminin verilmesi halinde §oyle ha-
reket edilir. i =1 il (1— 1) igin bir defahk

A’ Vu-f—l = B' Vy

bulunan A
- A Py T4,
wii=B"y: (68a)
To: i= Wi (68h)
7y

wi: = wi/k; (68c) . Zy == % N‘ .
u:=Bx (69) - T

| vektorlem halinde ¢, temizleme katsayilar: her Fek. 21.2.

KOHCH’s gbre 2. bzde-

y iterasyon basama.gmda, ,
Zer igin tesirli iterasyon

‘civ5=w?'zv , i=1,2,...,1—1. (70}
uyarmeca hesablamir. Yeni basamakli sisteme ait iterasyon kural
‘ Az, =Bzy— Yoy, (71)

i=1

geklindedir. Bu ise B matrisinin (1 — 1) adet w,° satir1 ve (1 — 1) adet
— w, slitununa kadar genigletilmesi anlamina gelir. z, vektoriiniin w,° sa-
tirlar ile carpilmasindan énce ¢, katsaylar bulunur ve bunlar z, vek-
toriine, ek bilegen olarak, itere olur. Bunlar, baslanan iterasyon da ((71)

nin sag tarafmin bulunmasi) B matrisinin — u ek sutunlam ile carpilir,
Sek. 21.3 dek1 semaya bakmiz.

Simetrik matrisler A = A’ ve B = B’ halinde y; ile x; gak1§1rla,r Bu-
na ait, saysal hesablanan bir tltregum teknigi problemi, § 27.6 Tablo
27.1 de verilmigdir.

21.6. Tek Ozdeger icin Wiclandi-diizeltmesi.

Spektfal-kajrmaya bagl olarak kesirli iterasyon, énce Wielandt ta-
rafimdan verilen bir diizelime metoduna! gotiiriir. Burada A matrisinin

) Wielandt, H.: Bestimmung htherer Eigenwerte durch gebrochene Iteratiqn. Ber.
B 44/3/87 der Aerodynam. Vers.-Anst. Gittingen 1944.
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keyfi bir ), 6zdegerinin herhangi. bir sekilde bilinen 1 yaklagimi, bunun
dogrulugu oraninda, hizh olarak dizeltilir. 1, onceden keyfi bir say ise,
A — 11 matrisi, A;,A nmn tzdegerleri olmak fiizere, A daki sayida &z-
vektér halinde, ); = 1 dzdegerlerine sahipdir. Ancak 1, hir i, Szdegeri-
nin yaklagimi ise ve bu, matris herhangi bir diger (reel veya komp-
leks) ©6zdeferine oranla 2, ya daha fazla yakin ise, %, — 1= ¢ degeri
A — 1Y matrisinin en kilgiik 6zdegerini gosterir ve dolaysi ile bu “kay-
mig” matrisde kesirli iterasyon ile elde edilir. Bu orada, bilindigi gibi
metodun yakinsakligi, herhangi [x —1| ye gore Ja, —1| degisiminin
kiiclilmesi ile, iyilesir. Yeni iterasyon kurall géyle olur :

(A—1D 2z, 1=2,. S

Bu hasit gekli ile metodun dezavantaji, A — 11 denklem matrisinin,
1 yanligmin iyiligi oram ile artmak tizere yarim-tekil olmasidir. Bu du-
rum, cikarlms ve dig gekil bakimindan farkl olan Unger! ve Wittme-
yer ? metodlar ile 6nlenir; bunlardan birincisinde problem, Newton me-
toduna gore, %, ve ) cinsinden lineer olmayan denklem sistemi olarak
incelenir ki bu, belli tiiretme matrisi 6zel halinde Wielandt metoduna
uyar; ancak daha genel,  cinsinden lineer olmayan &zdeger problem-
lerine de uygulanabilir. Wittmeyer iterasyon metodu, “Disturbance he-
sap” yolu ile bulunur; ve sayisal hesapda daha da basitlestirilir. - bura-
da, ¢ikarilma ve dig gekil bakimindan degigik bir ifadesi verilecekdir.

Yaklagik deger 1 kadar spekiral kaymadan sonra dzdefer problemi
goyle olur: '

(A—IDx=c¢x

73
e=h, — I ile (_ )

A, Ozdegerine ait x Ozvektoril, belirli, fazla kiiclik olmayan bir bilegen
ornegin n.inei bilegen 1’e e§it1‘enect_ek gekilde normlagtirilir, %, = 1. Denk-
lem (73),

(A—1D Xy 1 =6,21%, |, x, =1 olarak . (74)

iterasyon kuralma déniigtiiriiliir; bu yeni iterasyon admmi (y +1) in n
adet xLlH"l, - ,x‘;f% Ve evy1 bilinmeyenleri igin homojen’olmayan, lineer

. Unger, H.: Nichtlineare Behandlung von Eigenwertaufgaben. Z. angew. Math.
Mech, Bd, 30 (1950), s. 281 - 282, ‘

'Wittmeyef, H.: Berechnung einzelner BEigenwerte eines’ algebraischen linearen
Kigenwertprobléms durch “Storitration”. Z. angew., Math, Mech. Bd. 35 (1955},
s, 441 - 452, '

e L et et i i fem i =
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bir denklem sistemidir. K = A —II matrisinin k, siitunlar1 yardim: ile
denklem sistemi

oy bk, o kL xe, g =0, |, (T42)

geklini alir; burada K = (k; ... k,) matrisi yan1 tekil olmakla beraber,
baglangieda cok kath veya kompleks Ozdegere alinmaz ise, bilinmeyen-
lere ait matris (k; ...k, ,, — x) tekil olmayan matrisdir. Yeni sistem
daima coziilebilir. n-bilegen olarak burada k, siitunu, diger k; siitun-
larma bagl olan alimr; ;bu ise, Gauss yok etme (iiggenlere ayirma) me-
todunda, “kiiciik ktgegen elemam b,,” dir. Bu esnada siralarin degig-
tirilmesi gerekebilir.

Toplam matrisin ilk n siitunu k, — k,, yok etme igleminde degig-
mez. Sonuncu.olan —x  ise, her iterasyon adiminda degigir ve bu neden
ile her defasinda yenide yok etme iglemi uygulanir ve bu y, ye doniige-
bilir. Bu durumda, — sifirdan ¢ok az farkli — b,, kogegen elemanh ba-
samakll sistemini n.inci satin . o :

b n'1+ y.ruzs\’-i-l:O’

n

‘geklinde olup buradan, ¢a yakinsayan

1=~ O V) @)
bilinmeyeni hesaplanir. Aranan Ozvektdr
A=14¢], (76)

olur; buna kargilik ilgili 6zvektdr x, itere edilmis son vektdr x,;.jolarak
dogrudan dogruya bulunur.

Baglangigc vektorii x, olarak — tam olanak saglanmayan — Kx = o
denkleminin, b,, ye ait, saglanamayan b,,.1 =0 denkleminin 1s1 ¢d-
ziilmesi ile elde edilen, yaklagik ¢oziimili kullamlir. X den, n.inei satirn
cizilmesi ile bulunan matris K, ile gosterilir ise x,,

Koxo=0 , %,=1olarak 77
nin ¢oziimit olur. Bu yaklagim, 1 degerinin oram ) Gzdegerine yaklag-
mas1 oraninda, dogurur. Iterasyon da bunun ile orantili olarak cabuk-
lagir. Ornegin 1 = A gibi iyi bir Rayleigh yaklagimi kullamilmasi halin-
de, hem ) nin hemde x Gzvektdriiniin istenen sihhat ile bulunmasi igin
tek bir iterasyon admm yeterlidir.
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Metod kolayea “genel” dzdeZer problemi Ax = X Bx e, yani 1 kadar
kayma halinde

(A—1B)x=e¢Bx=cv (18)

e dontigtiiriilebilir; buradaki vektér Bx = v dir. Ilgili iterasyon kurah

| A—IB)x =g v
- ( ) Xy41 v+1Vy . (79)

vy=Bx,, %,=1 ile

‘Adi Szdeger problemi igin, n = 4 halinde, toplam kontrollart ile
‘birlikde hesap semasi goyledir :
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1 = 7,930 alalim. Ta_bio 21.5 deki yok etme igleminde, sabit sira halinde,
3. kogegen elemam kiiciildligiinden (simetrik) swa degisimi yapilr,
(§ 6.4 e bakmiz) ; boylece x; = 1 sabit olur. Iki adimdan sonra hesapdan
yedi-sekiz haneli 2, = 7,932 1047 degerleri bulunur.
21.7. 1&i Oezdeger ig;m. Wielendt Diizeltmesi.

Egit (6zellikle kompleks) veya

x: A x3 =3 1 —_

@y xl xl x} - 1 ) g

X A %% P 1 0 £

xy: x8 x5 A 0 £y

Wieland-iterasyonu Hesap Semasi

Genel &zdeger problemi halinde A — 1X matrisi A — 1B matrisine, —x,
siitunlar1 ise’ —x., siitunlarina déniistiiriilmelidir; bunlarin hesab1 igin
vy = Bx. déniigiimleri kullanilir. Geri kalan iglem, yukardaki gemada ol-
dugu gibi yapbr.

Ornek : § 21.2 deki 1. drnekle hesaplanan A, yanlagiminm diizeltil-
mesi isteniyor. Hesabin basitlegtirilmesi igin yaklagik deger olarak

x2+sx+p=-o| (80)
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denklemi ile verilén yakin ), ). Szdegerleri halinde,

AP+ SA+p=0 (81)

geklindeki genellegtirilmigz Rayleigh yaklagimma bagh olarak simiiltane
iterasyona dayanan A,, A, yaklagik degerleri Wielandt iterasyonu ile
daha da diizeltilebilir; bu esnada Ozellikle, kaba olarak bulunabilen
" Xo, X, Ozvektdrleri aym sihhatle bulunur, Bunun igin, rank diigmesi 2
olan tekil '

K=A2+SA+pI=(A— 3D (A—I matrisine (A nm normal for-
- mundan cikar) .sahip .

Kz=(A’+sA+pDz=0 (82)

Matris denkleminden hareket edilir. Bu neden ile, bu denklemin z ¢o-
ziimleri X, ,Xx, 6zvektdrlerinin bulundugu iki boyutlu bir vektér sistemi
olugturulur: Bunlar, (82) nin keyfi bir'z ¢dziimiinden, ' :

~

A-MD@=)Dz=@A—2D @A )Dz=0
X . X2

den goriilecegi gibi,

X1.= AZ'—)\;QZ (83}

’
X2=AZ—')\:IZ

olarak bulunurlar, Verilen s;, p, yaklagimlary ve oranlﬁ ¢ ve n diizeltme-

leri halinde, aranan s ve p katsayilar: icin.

s=8+¢0c - (89

p="po+’n

alinir ise (82),
A2+ 0 A+ mDz+ocAz+nz=0,

seklini alir ki bu, yan tekil,
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|K=A2+30A+p01|=(kij) - (85)

matrisi ile,

, (86)

' KZV-I-I - °v+1 A.Zv + ﬂv+1 zZ, =0

iterasyon kurahnadéniistiriiliir; bu ise, 2y41in (n — 2) adet zv+1 bilin-
meyenive digeriki bilinmeyen @y41, Ty cinsinden lineer-denklem siste-
midir, z vektdril igin, iterasyon igleminde belirli olan iki bilegen ser-
bestdir : :

Ze1=1, 2.=0 |, (8T)

punun icin K matrisinin son iki siitunu, yok etme igleminden (iicgenlere
ayirma) anlagﬂacaj@ gibi, digerlerine yar1 bagimh olmalidir. Gerekirse
sralar da degistirilmelidir. Son iki siraya kadar aywma iglemi uygula-
nir ise, geriye ¢ok kiigiik dort eleman kalir : '

bn-.-l, n—1 bn-'—'l, n

bn. n-1 bn, no
agagidaki gemaya bakiniz, — Baglangic yaklaglﬁl olarak
Kezo=o0 , #-1=1, = =0 olarak (88)

sisteminin 2z, ¢oziimil secilir; burada K; K da son iki (veya yari bagim-
h) satirm atilmas: ile bulunur.

z,yaklagimma Az, = vyek katsaylar siitunlar1 ve (86) sistemine,z

© ait olur ve bunlar, yoketme igleminde w,veya ¥y siitunlarma doniisiirler.

Yok etme iglemi, w,nin son bilegeni yaniw.V= 0 olacak sekilde tamam-
lanmalidir; bu ige —c¥, .1 yok etme katsayisi ile saglanir. Bu yok et-

" me adimunn, son iki ‘b, elemanma uygulanmasi ile

- C::, n—1 bna-1, n—1i2 (89a)

v .
bn’ 2™ Cn a1 b1 a0 (89h)
bulunur; z, =0 nedeni ile bunlarin birincisi kullamlr; K matrisinin
son siitununun tiimii gerekli degildir ve ihmal edilebilir. (89-a) yardi-
mi ile, son basamakll denklem
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v —
r,n—1"" Gn, n—I1 bn—l, n—l) 1.+ Yn 1?!:\,_{_1 =0

(b

deki ©,_diizeltmesi gbyle bulunur :

"Tv+1 =

v+1

Ikinei diizeltme oy 1ve 2,75, ..

giine sahiptir.

‘K=.ei2+so.fl+p0! 2, z,
ay Gy Ty o, [ ) . a¥ sv
f"lll by ko kg By 5 1 %
hoy  Rae Bay Ray Ry 5y A 5y
ka1 kag ke hay kg 5 M i
ko Fyp Ry g ke S5 vy 1
Fs1 ke kes Fga kg S5 vy 0 !
by by byy byg by b w) b I
~—fp | Daa bos bgy bgs t w, ¥a 3
—ta o |_bs P by | wy | o :
—fyy =Cyp =fia| by by 4 wy | sy
i —Cp Oz —Cs3 by bss by —0:4 e
Probe: —3;, —T, —73 | T, T o | —1g | ——t
2 2 ] 23 1 0 — 7
Zygl ! z:'i'l AT i 1 0 0 Ovg1 | vyl
Tecriibe
ORNEK': §21.2 nin sonunda verilen
A= —8,0285 7835, h;=T,0339 0472

(tam) oOzdegerlerine sahip
< M- 0,0056 7363 A — 63,6809 471 =10
ikineil derece denklemli 1. Ornek igin - bilhassa kaba,’
A2+0,10 4 —63,70=10
yaklagimmindan hareket edilir; yeni
K=A?240,10A—63,701.

v . Y .;"
- (bn, n—1 " cn, n—1 bn—l, n—l) v yr} ) .(90) i

s Zi"i'lbilinmeyenleri yine, basamakl1 sig-
temin hesaplar ile bulunur. — n = 5 igin hesap semas1 agagidaki gdrii- 1
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matrisinde iterasyon yapilr, Sonug; ikinei adimdan sonra, verilen hane
sayist dahilinde, :

At 40,0956 737 h — 63,6899 48 =20 .
olarak bulunur,

91.8. Jacobi Metodu.

Simdiye kadar incelemen vektor iterasyonundan __t_amamen- degigik
pir tipde iterasyon metodu Jacobi! tarafindan verilmig ve simetrik de.nI't-
lem sistemlerinin ¢dziimiinde kullamlmugdir. Bu en eski el hesabi igin
pek tavsiye edilmeyen metod, otomatik hesabin ortaya cilkmag) ile po-
piiler olmugdur. Bu metod reel simetrik matrisler ile smirh olup buna
ait tiim ozdegerleri ve ilgili 6z vektdrleri verir. Genel simetrik olma-
yan matrise uygulama halen aragtirma safhasindadir. Simetrik A, B ve
pozitif definit B matrisli genel dzdeger problemine uygulama § 21.9.
da gosterilmigtir. _ _

Metod, geometrik .olarak diizelmese dénmeler saylan (rotasyon
metodu) ve her biri kdgegen. dig1 bir ay, = ay (i >2 k) eleman ciftini sifir
yapan elemanter ortogonal déniigiimlerin sonsuz bir serisi §eklindedir:. Bu
sifirlagtirma. bir sonraki ve diger bir i,k indis ciftine uygulanan donii-
giimde bozulur, Ancak gosterilebiliv ki, kogegen dimd tim elemanlarin
kareleri toplarm yani “dig norm” siirekli olarak kiigilliir ve sifira yakin-
sar ve bdylece doniisiim ile bulunan matris dizisi — reel — % dzdegerle-
rinden olugan A = Diag (3,) kogegen matrisine yakmsar.

Belirli bir i, k indis ¢iftine gdre olan
A:=T AT

elemanter doniigiimiinde, birim matrisden ii, ik, ki,kk noktglarmda, 9
acisl kadar diizlemsel dénmenin

- ¢ s) - (cos 0] sin (p)

‘(8'~—-c singe — coso
alt matris 1 kadar fark eden bir ortaganal matrise T kullamlir. Bu es-
nada A da yalmz i. ninci ve k. mner satir ve siitunlarin elemanlar: degi-

D Jacobi, C. G. J.: BEin leichtes Verfahren, die in der Theorie der Sikularstérungen
vorkommenden Gleichungen numerisch aufzulfsen. J. reine u. angew. Math. Bd.
30 (1846), s. 51 -95. ‘
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1 ¥ |
bl + bia= af + ofi + 5 (@ + a)?. 03 B

¢ikar. Geri kalan kigegen elemanlar: degigmediginden, késegen eleman- f. '
- larm kareleri toplami her déniigiimde, 1/2 (a; + 2;;)? 0 kadar artar. Her - y 3
i,k cifti igin hane sayist gercevesinde Qi + a4y = 0 kogulu saglandigin- 3§

da metod son . bulur, Yeni metod, genel matris A halinde yarl 51metr1k
bir matrise yakinsar ve boylece bir kazang elde edilmez.

Ancak A simetrik ise — boylece ttim doniisiim matrlsler de 31metr1k

kalir — (92) hipotezi b, =0 §ek11n1 alir ve a; 5« ha,lmde, P donme
aclsl _

_ . 2an ]
t= ta'n 29 = Gii = Opr 9 “ j
den hesaplanir., Boylece,
¢=coso=\(1+ k)2
§=ging = a\/(l — k)2

ile k= cos 29 =1//1+1
ve e=sgnt.

formiil takimi uyarinca ¢ ve s carpanlari elde edilir, 2 = a-kk Yam ;
v = =/4 Ozel hali icin

C=1NZ, s=cN2

almir. Bu degerler yardim ile, i, ninei ve k. ninei satir ve sutunlamnln
elemanlar1 géyle deg1§t1r111r

£ = Sgn a;; Olarak‘ (gﬁ)‘

f-
et 3_“"”} ik, ©7) 4
bj-k=scz3.'.. — €y

b, =¢* a;; + stay, 1+ 265 ay (99)
bup=s5%a;,+ cta,, — 2csay,.

Ty = Ay

O+ by = al; + akk"Jl" 24y .

(97 a} dan,
yardimi ile

(95) § 1
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kogegen elemanlarinin kareleri topla-
wlunur. Her iterasyon adumnda,
1]:;11 (i¢ normun karesi) 2 a,,2 kadar biiyiir; buna kargiik dig normun ka-
resi de aym Olclide kiiglililr; zira ortogonal doniigiimlere gdre toplam
norm invariyantdir (§ 16.3,’e bakiniz).

Ongoriilen hane sayisi gercevesinde a;, dig elemanlar: sifir oldugu

: A
an, .
zam. X AX=A

kigegen geklin asal eksen doniiglimil tamamlanir. Burada
| X =TT, ..,

uyarmea T = T, madtrislerinin g¢arpam olan ddniigiim matrisi X orto-

" pormlagtirilmig x, &zvektorlerinden olugan matris (modal matrig) dir;

pburadaki swra, ilgili A; Szdegerlerinin A = Diag (3,) kosegen vma.trlsm-
den ortaya cikma’ sirasi olup bu, tek doniigiimlerin sirasma baghdir. Bu
X = (%,X, ..., X} modal matrisi,

' X.:=I; . : (100)

birim matrisinden hareket edilérek ve her iterasyon adiminda, _
Xi=XT. (101)

kural: uyarmmea bulunarak, adim adim olugturulur.'Bu carpim yalniz,

1

Yri = C%ri + 8%rk . (102)
Y= 8%p; — CWrke

uyarmca i ve kel siitunun degrigmesini ongdriir,

Jacobi metodunun-dnemsiz olma,yan-gahgma, miktar, i,k indis

_ giftlerinin matrisinin tiim dig kogegen arah@indan gecme sirasmna bag-
~ hdir. Bu neden ile problem tzellik kazamir. Jacobi de, sifir yapilacak 2,

donam olarak en biiyiilk deger de olanmi segilmigdir. Bu mantiki ve el
- hesabt igin cok basit bu secim, dzel miidahale ya.pﬂmama51 halinde, oto-
matik hesapda baz giiglilkler dogurur. Bu neden ile sabit sira

12, 13, 14,...,1n 5
23, 24,...,2n 103)
34,...,3n .
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“tour”! olarak gegilmigdir. Bunun dezavantaji, fazla bir yenilik getir-
meyen, kiigiik a;, dig elemanlarmna sifirlaghirmanmn uygulanmasidir. Bu $&
durum, agagidaki “adim metodu” ile 6nlenir. Her tourdan énce yeniden ]

ortalama kogegen yliksekligi

= iz |a::|
n oy

bulunur ve bu deger once, “nivo yiiksekligi” kabul edilir. Her tourda JE
|a;| > a olan a;; elemanlarma déniiglim uygulanir. — Bir gok tour'dan =
sonra, — bhagka bdyle bir dig eleman yok ise sayilar ¢ok az ise birinei |
“nivelman” gona erer. Buradan sonra nivo yiiksekligi 10-! a'ya indirilir }
ve aym gekilde hareket edilir, Metod, ongoriilen 10-? a nivo yiiksekligine b4
ulagldiginda, sona erer. Burada da her tour, tour basma ddniigiim sa- -_

yida 6nemli Glclide indirgenmis olsa bile, n(n — 1} /2 soru gerektirir.

En biiyiik a; elemammin istenen ancak genig kapsamli olan bulun- .
masin1 hi¢ olmazsa yaklagik basit gekilde D. Stephan’m ? bir teklifi rea- 1
lize etmektedir. Bilegenleri yam her j satirmin kbgegen dig1 elemanlar-  /f

nin kareleri toplam

Zazl.v

I1+7

olan bir q vektoriinii hesaba katalim. Hesabin baglangicinda g, ler, top- .
lam igleminden bulunur. Her doniiglimde bunlarin yalmz, a; ve a, bile- 4 ]

genleri degigir. Zira j ;¢ i,k igin (87} den

b2+b2 =a% + a% ,

yani q; = sablt bulunur. Her doéniigiimden sonra yalmz q,, q, bilegenleri
yeniden bulunmahdir. Simdi ¢ vektériinde Max. ¢; = ¢, aranir ise, bu
i satm hi¢ olmazsa yaklagik gekilde max. elemana sahip olacakdir. Bu j
neden ile i satirinda max. a, eleman: bulunur ve ddniigiimde kullanilir, -
Jacobi metodu icin, 6zdegerlerin hemen hemen egit sihhatle bulun-
mas1 karakteristik bir ozellikdir. Cok sik rastlandigi gibi bu neden ile §
degerler farkl biiyiiklitk mertebesinde ise, kiigiik dzdegerler izafi olarak
sthhatsiz bulunurlar, Diger tarafdan metod, egit veya hemen hemen egit ]
ozdegerler vs. gibi genellikle can sikie: ozel hallere kargi, tepki goster-
mez. Cok katl veya cok yakin 6zdegerler halinde yalniz, (94) deki sifir

olan a;, — a, , paydasi nedeni ile yakmsaklik biraz yavaglar.

D Bu ve agagidaki baz kavramlar: S. Falk vermlstir sahife 253 deki dip not T’e

baliniz,

2 Bu stzlii bir tekliftir; gergekten en biiyiik elemamn rasyonel segimin &ngtren ':

difer bir teklif burada verilecek kadar iyi degildir.
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21.9. Matris Qiftleri lgin Bir Jacobi-Metodu,.

Falk ve Langemeyer! Jacobi metodunun pozitif definit B halinde
reel- simetrik A, B matris ciftine sahip

Ax=)\Bx ' (104)

genel Ozdeger ploblemme genelegtmlmemm vermiglerdir. Bunun igin
§15.5 de ciftin genel, yeni artik ortaganal olmayan kongriient ddniigi-
mil yardimi ile simultane olarak A ,I kogegen gekline sokulacaf: gbs-

terilmis idi. X' Bx = I normlagtirilmasindan vazgecilir ise, asal eksen
'-donugumu

X'AX = A = Diag (a) .

o (105)
X'B X = B = Diag ()

' gekliﬁi alir; burada X, — artik ortaganal olmayan — dzvektorlerin mo-

dal matrisidir. Ozdegerlerin kogegen matrisi A, agagidaki sekilde bulu-
nur : : S

A=B"1A !k,- = a/b; I o (108)
yine (105) doniislimiine iteratif olarak, -
A:=TAT '
B:=TBT

seklinde bir dizi elemanter doniigiim ile yaklagilr. Her elemanter donii
giim, a;,, = a,; ve by, = by eleman ciftlerini simultane olarak 51f1r yapar.
Déniigiim matrisi T nin etkin kisim

b
\tu: 1

geklinde almabilir; biylece 'I‘ birinei matrisden yalmsz, i,k ve k,i fark-

It olur. a, ve b, nin sifir olmas: ongoriilerek iki doniigiim elemam

tix = pof %

, (107
tu = — Pi/% (107

b Falk, 8, u. P. Langemeyer: Das Jacchische Rotationsverfahren fiir reel-
Symimetrische 'Matrizenpaare I, II. Elektron. Datenverarb, 1960, s. 30 -43.

F, 28




354

olarak bulunur; burada x paydasi

(108) | ;

X —mx — Py P2 = ol
denkleminin koklerinden biri olup su kisaltmalar kullanilmgdr :
M = ds; Drr — Gz Ui ,l ) 3
P1 = i big — i Gy .(109)

‘ Py = ez biz — Drr Gire
B nin pozitif definitlifinden dolay: iki kék de reeldir. (107) icin en bii-
yiik kok secilir, Pratik bir problemde B nin definitligi kati olmadigm- j
dan otomatik hesabda m? + 4 p; p; 2 0 sorulur ve yalniz evet cevab: ha- S
. linde hesaba devam edilir. 3

Sifirlagtimilacak elemanlarm i,k ciftlerinin secimi igin (103) sema- 3
s1 kullanilir ancak basamakli indirilmis nivo yiikseklikleri alimr. Bun- |
lar, iki matrisin. farkli olmasi miimkiin biiyiikliik mertebesi neden ile.
A ve B icin ayr1 bulunacakdir, Her tour'un baglangicinda ic degerlerin §
ortalamalar: ;

= % Z | i,

1
b= —,ﬁ—z tbuil

bulunur ve her tourda,
el > a-107¢ veya |byl > b-107¢
gecerli olan i,k indis ciftlerine doniigiim uygulanir ve p =1 nivolmas ;

ile baglanir; sonra p = 2 vs. almir ve istenen hane sayisina ulagﬂdlgmda 3
onceden secilir = p de metod son bulur.

A = a,/b; oranlari ayrica,

o; = x;A%x;, b:=x:Bx;

nedeni ile, Rayleigh - oranlaridir ve bu neden ile, (100), (101) den glka.n
modal matris X in hatali olmas: yani A, B matrislerinin kiicilkk kégegen:. 4
dig1 elemanlara sahip olmasi halinde, oldukga sihhatlidirler. Hesap es-
nasmda ortaya cikan yuvarlatma hatalarmi Falk ve Longemeyer, “ta- j
zeleme"” adll basit bir tedbir ile ortadan kaldwmiglardir - Hatali - toplam ‘!
matrisinin X, baslangic matrislerine uygulanmas: ile

A:=XAX ve B:=XBX,

bulunur; bunlar énceden hesaplanan A ve B kogegen matrislerinden
raz sapabilir ve Ozellikle zayif kdgegen digl elemanlara sahip olabilir.

A
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Bunlar, son bir nivelman ile &nlenir. — Bu imkan nedeni ile metod,
B = I halinde 6zel 6zdeger problemine Jacobi metodu yerine uygulana-
bilir.

- Falk-Longemeyerden oGrnek :

‘(53—43~3] (30000
3 33 —12 —3 3 0 1—2 0 0
A=|—4 —12 20 12 8|, B=|lo— 8 2 o
l3—»—312195 0 0 2 5 0
—3 3 8 5 7 o 0 0 0 1
E°=1 Leer
E, =01 1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 2.4 2,5 3,4 3,5 4,5
1,2 1,3 1,4 3.4 3.5
E, = 0,01 1,2 1,3 2,3 2,4 2,5 4,5
E,=0,001 . 1,2 1,4 1,5 3.4 3.5
E, = 06,0001 1,3 2,4
E,=0,00001 2,3 2545
E, = 0,000001 1,2
E, = 0,0000001 1,4 1,5
. Eg = 0,0000000 2,4 3,4
. Son hane, 1 birim kadar
COZUM 4, — ¢270.505 . :
ET kadar eni (Orginal
1 Q&S el
—0,226 9039 calismaya bakimz).
3,720 3313
8,829 6214

Ozvektorler (X matrisi) :

0,391 6384  0,0152895 —0,253 3459 0,313 2631 —0,131 9132
0,050 5813 1,467 3199 0,266 5066 0,016 6656 —0,152 0207
0,266 2992  0,3754060 0,201 1435 —0,072 3093 0,103 2563
—,233 4133 —0,159 3797 0,057 4297 0,387 3736 0,136 5852
0,008 8927 0,791 7780

0,185 7832 —0,563 9835 —0,142 8837

21,10. Rutishauser’in LE-Diniigiimii.

Reel, fakat artik simetrik olmayan A matrisli adi dzdeger problemi

. Ax=)x icin Jacobi-metodunun genellegtirilmesi ile ilgili bir ¢ok teklif
- yapumigdir. Jacobiye benzer elementer benzerlik déniigiimiinden olusun

Sonsuz bir dizi vasitas: ile, kogegen matris olmas: bile buna benzer bir
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matrise o gekilde yaklagihr ki, buradan dzdegerler kolayca okunabilir.
Reel &zdegerler halinde, adi Jacobi- doniiglimii ile, dzdegerleri kigegen

elemanlah olan iiggen gekline yaklagim saglanir. Lineer olmayan ele-

manter bblenlerin kompleks ve gok kath tzdegerleri halinde giicliikler
ortaya gikar!!? '

Hedef bakimindan ayni fakat islemde tamamen farklh ve reel ve
kompleks Szdegerlere ait bir cok halde kullamlan, bir iterasyon metodu
Rutis hauser'in LR-doniigiimiidiir. > Bu, tamamen reel dzdegerler halin-
de belirli kogullar altinda bir (érnegin fist) iiggen matrise’ yakinsar.
Kompleks &zdegerler halinde, kogegen boyunca iki sirall alt matrisler

(iiggen-hiper matrisi) :
- ' '(a b)
D=
c d

ortaya cikar ki burada elemanlar degilde, '
spD=s,
~ detD=p
deferleri sabit saylara yakmsarlar, Ilgili eglenik kompleks dzdeger ¢ifti,

Mg+ p=0

'denkleminden bulunur. Metod burada, kargik yakinsaklk incelemeleri E
diginda. verilecek ve bunlar ve baz szellikler icin orjinal cahigmalar tav- 3

siye edilecektir.?
Metoda, & = Aq matrigine,
A=LR

Ucgen ayrilmast uygulanarak baglamr; burada L, sol (alt) ve R, sag
(iist) iicgen matrisdir. iki matrisden birinin kogegen elemanlary 1 ola- 3
rak secilebilir; L,'inkileri gecelim. Bundan sonra iki iicgen matrisden, 1

ters sirada carpm yapilr; boylece yeni matris'
l A'.l = Rl L1 '

b
ortaya gikar ve buna,
. A= L2 R,,

) Durandn kitab [5], 8. 292 e bakimz.
2) Ruytishauser, H.: Z. angew. Math, Phys. Bd. 5 (1954), s. 233 - 251, Nat, Bu

Stand, Appl. Math. Ser. 49 (1958), s. 47 - 81.
» 12 Bodewig [2] ve B. Durand {5]’e bakiniz.
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geklinde tiggen ‘ayrilmasi uygulamr; burada L; nin kdgegen elemanlar
1 dir. Boylece agagidaki iterasyon kuralina gére galigihr.

Ar= A =L1R1 .
A =R Li=LERk | (110)
Ay =R:Ly=LsRs

Ic-- .I

Kolayca goriilecegi gibi, bulunan A, basamaklar1 birbirine benzer mat-

rislerdir. Zira
' A k= Rk Lk

nm L, ile soldan carpilmasindan, 'Lk Ry =A nedeni ile,
- L.:A, = L.R. Ly = Ak—l L;

ve buradan, tekil olmayan L, nedeni ile, su benzerlik bagintis1 elde edi-

lir, .
‘ A= Lk_l Ar_1 Lk.

Bu duruma gire A, matrislerinden olugan dizi, tamamen reel deger-
ler ve yalmz lineer elemanter bélenler halinde ve ayrlma ile ilgili ko-
gullar saglanmig ise, bir iist iiggen matrise yakmsar ve bunun kdgegen
elemanlar1 oranmi ozdeferler olur. Kompleks o¢zdegerler halinde yakin-
saklk, yukarida verilen simrhh anlamda bahis konusudur, yani'D alt
matrislerinin yalniz izi ve determinant:, &zdegerlerin toplamina veya
garpimina yakmsar. Reel halde L, L, ..., Ly sol matrislerinin garpi-
mi, biiyiiyen k icin, '

T 1AT =B
uyarmea baglangic matrisi A ile tiggén matris B arasindaki baglantiyl
saglayan T doniigiim matrisine yakmsar, L larin garpimlarindan T mat-
risi yardum ile x, dzvektorleri elde edilir. B iiggen matrisinin kolayca

hegaplanan z, vektorlerinden

x; = Tz;.
ctkar. S :

Metod yalmz otomatik hesap igin diigiiniilmiigdiir; ve hatta bunun
igin_ bile fazla galisma gerektirir. Ancak A matrisi, ikiside L R — donii-
§iimiindel sabit kalan, yan figgen matris asal kigegen altinda yalmz egik
bir sira ‘doludur veya kégegen matris geklinde ise galisma miktar1 n’
den n? ye diiger. Dolayis: ile metodun, ilerdeki paragraflarda verilecek
olan matrisin b gekillerden birine indirgenmesine bagh olarak &zel an-

lam vardir, .
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22, Ozdeger Problemi : Direkt Metodlar.
22,1, Genel Bakss.

Ozdeger probleminin iteratif 1ncelenmes1ne karguhk direkt metod-
larda, karakteristik polinom

p()")=det(?"l—A)=)\'"+an-—1)\-"—I+"'+al)\,+an (1)

den faydalamilir. Yani bu metodlarda onemli olan sabit bir hesap adimi
sayisi ile a, polinom ‘katsayilarinin kullanmasidir. Karakteristik denklem
p(}) =01, pratik matematikde geligtirilen sayisal metodlardan biri
ile cozillmesi, ozdegerleri verir. Iigili ozvektdrlerin bulunmas: p hesab:
- gerektirir. Matrisin tiim ozdegerlerinin iglenmesi halinde direkt metod
uygulanir. Ancak, bu vesile ile geligtirilmis olan matrisin iiggenlere -
veya hatta tridiagonal gekle doniigiimleri, iteratif igleme bagh olarak
Wielendt iterasyonu, Rutishauser’in LR déniiglimii - kullamlabilir ve hoy-
lece, oldukga yiiklii olan hesap basitlegtirilebilir. Bu durumda, yukarida
~ belirtilen anlamda bir direkt metod bahis konusu degildir.

a; polinom katsayilarimin hesab1 igin, burada bir' kisim verilecek
olan cok sayida metod geligtirilmigdir.! § 14.2 de takdim edilen Krylov
metodunda, a; lerin hesab icin bir denklem sisteminin katsayillar ge-
magl siitun cinsinden, itere edilmig vektdrler geklinde yazilmig idi. Me-
todun ekseriyen afir basan dezavantaji, vektorlerin, Szdegerlerin farkh
. olmas1 ile orantil: sekilde lineer bagimsizik egilimi gdstermeleridir.
Bu neden ile genellikle diger direkt metodlar tavsiye edilir.

Bunlarda, benzerlik doénfigiimii prensibi esasdir.
 TTIAT=B. @)

A matrisi, 6zdegerleri degismeksizin yeni B matrisine doniigtiiriiliir; yine
defigsmemis olan karakteristik polinom p(\) =det (I — A) = det
(AI — B) nin katsayilar1 A ya oranlar, burada daha kolay bulunurlar.
En ileri adim “Danilewski metodudu? olup burada B =F Frobenius
— matrisine doniigiim yapilir; ve buradan polinom katsayilar dogru-
dan dogruya okunur; § 13.5e bakmmz — “Lanczos” * metodunda geklin-

D Bugiin bilinen metodlar gu iki kitapda bulunahilir : E. Bodewig, Matrix Calculus
. [2] ve E. Durand Bd. 2 [5].

2 Danilevskii A.: Mat. Shornik Bd. 2 (1937) s. 169 - 171,
3) Lanczos, C.: J. Research N.B. S. Bd. 45 (1950) s. 255 - 282,

|
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B = 1.b30¢s . . (3}

------

deki tridiogonal gekle déniigiim yapilir. by = b; elemanh ana kigegen
diginda, yalmz iki yan kogegen dolu olup birinde ¢; elemanlari digerinden
jse 1 vardw., Bu gekil, karakteristik polinumun basit “rekursif hesa-
bi”m miimkiin kilar. Ana bolge determinantlarmmin, son siitunlarina gore

seriye ag¢imimindan

fos 00= 01— b 109 = i it ) W
fo=1L i) =A— olarak

cikar. Hesap, karakteristik polinom p(R) = £, (3) ile son bulur.

Bu t1p metodlarin sayssal uygulanmaginda en onemli nokta sayisal
sabitlerdir. Yuvarlatma hatalarmm ve smirh hane sayisin etkisi al-
tinda sayisal olarak hesaplanan B matrisi, teorik olarak (2) ile tamm-
lanandan az veya c¢ok sapar ve bdylece burdan bulunan polinom kat-
sayllar, gercek degerlere oranla yanhg olabilir. Yani, B matrisinin dig
sekli ile, A baglangic matrisinden sapma miktar1 kiigiilditkce metod git-

“tikee ige yarar hale gelir. Bu neden ile, yalmz (iist veya alt) “yar1 Gg-

gen gekli”

[*****
% k % k%
B=1 #% =%, (5)
B ok K
% %

e donfigtimii éngéren bir grup metod Szel anlam kazanwr. Burada da Gzel-
likle, alt yan kogegenin elemanlarmin 1 yapimasi halinde, p(}) poli-
nomu rekursif yoldan bulunabilir; agagidaki 22.3 e bakimz Stabilite
bakmimindan tutulan metodlar olarak agagida Hessenberg, Givens ve
Householder metodlar: ele ahnacakdir. Hessenberg metodunda genel
benzerlile déniiglimil esas ahmr; ancak T, iicgen seklinde doniigiim mat-
risi olup I' ve B matrislerinin ardigik olarak bulunmasim miimkiin ki-
Iar. Givens ve Householder metodlarinda ise, T'T = I geklinde ortoganal
doniigiim kullamilir. Simetrik matris A halinde B = T/AT nedeni ile, B de
simetrik olur ve (simetrik) “tridiogonal gekli” ni alir.
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' ® %
#
B = %% % | (6)
ROk

Bu ise, p(3) nn rekursif yoldan bulunugunu ‘basitlegtirir. Her iki
metod, ilk planda elektronik yol ile hesab igin diigiiniilmiigdiir. Hessen- &
berg metodu, cok agik hesap diizeni nedeni ile ayrica el ile hesaba da 4 4
uygundur. Bunun tarifi ile baglayalm; ancak difer iki metoda ait bazi
szellikler burada da kullanilabilir. '

ilk iki polinom katsayisi a,_: vé a,_, onceden de hesaplanabilir :
—a,.;,Anm iz, a,. ise A’nin izidir ve bunlar, yalniz A? nin kdgegen
elemanlarmin hesaplanmasit ve toplanmast ile bulunur., Yani

(Ta)
(7o) &b

| Gn1=—BpA
Ia,._z = %[(Sp A)? — sp(AY]

ikineisi

Gn_2 = 2 A Xy = S [(EN)? — ZA7]

i<k 2
den cikan bu denklemler kontrol maksatlar1 igin, ayrica Krylov-Meto-
dunda hesabin kisaltilmas: igin faydaldir. 4

22.2. Hesenberg Metodu.

Métod ! iiggen geklinde doniigiim matrisi yardmm ile zahiri figgen
gekline hbenzerlik dbniiglimiinden ibarettir. Baglangicda el hesabi i¢
verilen' gekilde yar figgen matrisinin alt kosegen elemanlar. 1 segilm
olup bdylece rekursif polinom yapisi bagitlesir. Yeni matrisi — P (— iga-
reti hesap kuralm kolaylagtirir) ve, birinei sittunu e, birim vektdriine]
egitlenen dYniigiim matrisini Z ile gosterelim : 3

D Hessenberg, K. : Aufldsung linearer Eigenwertaufgsben mit Hilfe der Hamiltc
Cayleyschen Gleichung. Diss. T. H. Darmstadt 1941, '

KRR el ok il

-
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i 0 0 0 \ { fu P - P1s
0 249 0O 0 —1 " pes - Peu
Z=|0 zp 5y 0o |, P=} 0 —1 P3u (8)
ko a2 Awz - “rn 0 0 —1 fJu ",
Benzerlik bagintist
Z'AZ=—P

nin Z ile én carpanindan, invers matrisden bagimsiz gekil

AZ-+-ZP =0/, (10)

bulunur ki bu dog'ruda;_n dogruya basit bir hesap kuralna cevrilebilir.
A,7 ve P matrisleri * |

—

AlZ
P

st?klinde diizenlenir ise denklem (10) ilk 6nee A nin i, ninci satin ile Z
nin k. mne1 siitununun, daha sonra Z nin lxinci satir ile P nin k. nme
stitununu skaler carpium &ngériir; ancak her defasinda toplam sifir ol-
malidir. Bu ise, A ve Z den olugan iist toplam matrisi (A, Z)nin kisaca
A — 7 matrisinin ininei satir1 ile Z ve P den olugan sag toplam matris

7 _ .
(P) nin kisaca Z — P — matrisinin k. niner siitununun carpmmdir.

Bu gekilde sirasi.ile A — Z — matriginin 1., 2., ... n. ninci satin ile
Zﬂ— P — matrisinin 1.inci siitununun, bundan sonra ayni mafrisin 2.
stitunun vs. garpim yapilir ise, n? adet denklemde daima yeni bir bilinme-
‘yen eleman p;, veya z; ortaya cikar ve boylece P ve Z matrisleri, sxraylé.

_bulu'nurlar. Hesap iglemini dort siralh A matrisi érnegi ile agiklayalhm;

bunun igin, kolayca gérillebilecek ve A ve Z icin g, ve 1, siitun toplam-
lar1 kontrollar dahil olmak:iizere hesap semasi goyle yazilir ;
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0, 0Oy O3 0y 1 Ts Ty T
1 B sz Gy 1 0 0 0
Ay Gga- dag fpg 0 g O 0
Qgy dgp 33 gy 0 Zyp %z O
Ay G B4z Qug 0 Z4s Fgz - P4
c P P2 P15 Pu

—1 .'Pzz ?523' ?24

o —1 Paz P

0 0 —1 Paa

Z-P matrisinin birinci siitunu, denklem (10) uyarmca siras: ile,
matrisinin 1.,2., ..., n. ninci satin ile garpilir. Kontrol igin ayrica A-Z
matrisinin o, 7, toplam satil ile de garpiir. Bdylece agagidaki denk-
lemler bulunur : '

a1+ P =0 = | P
Ap1 — = 0> {2y,
51 — iy =0 &
a5 — 4y =0 2z,
0, +Py—7T =0  Probe

P nin birinei ve Z nin ikinei siitunu bdylece bulundukdan sonra. aym ig- 3

lem Z-P matrisinin ikinei siitununa uygulanir :

g Zps + Ay3 By T g o+ Pro

’ ‘ =0~ P12
Aoy Zgp T g F3p T Aoy &) - Zpo Pog =0 > | Pag
‘Agg Ry T~ Ay Zys - ag Yo + Zgp Pas —— Sz = 0 = | 45
Qy2 Yag T Maa-fan T Bag fae L B Pas— Ay = 0 = | 2y

OyZgn + Oyige+ Gafyp + Par + ToPee— 73 =0  Probe
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Buradan P nin ikinci ve Z nin iigiinedi siitunu gikar. Z-P matrisinin 3. ve
4. neii siitununun, A-Z matrisinin dért satir1 ve toplam satir ile garpil- -
magmndan P ve Z nin eksik olan siitunlar: elde edilir.

Genel olarak A-Z maftriginin, i=1,2,...,n swrasmda tiim satirla-
1, Z-P matrisinin k. mme: siitunu ile skalar ¢arpimi yapiir. Bu es-
f nada garpumlar kendiliginden, bilinen p;, veya z ., elemanindan once
. k_ - dururlar. Carpim, pjinm hesabinda, kullanilan i adet satirin negatif.
] ; kbgegen elemami z ; ye béliiniir, z; , ., in hesabmnda ise dogrudan dogru-
E | ya yazihir. Skalar ¢arpmlar, zincirleme algoritmada oldugu gibi, hesab
makinasinda kismi carpimlarin otomatik olarak toplam carpimi vermesi
ile bulunurlar.

Asagidaki tam sayili 6rnegi ele alalim. Polinomun olugturulmasi
icin P nin soluna eklenen tiggen matris ¥, 22.3 de agiklanacakdir.

! 6 4 10 -8 1 5 3 —2
] 1 -2 3 =2 1 0 0 0
3 A 15 —1 -1 0o 1 0 0 7
2 3 2 =2 0o 2z 1 o0 :
1 2 —2 06 —3 0 2 2 -2
1 '=1t 0 1 —4

» F 1 -1 | =1 —1 -2 !
= 1 =2 1 0 —1 —?L 4 P
= 1 -6 12 —6 0 0 —1 1

; pA) 1 =5 6 4 =8 PpA=H-—5P4+62+41-38

= (A +1) (2 —2)

P nin k. nme siitununa ait p;, elemanlarimin hesabinda Z matrisinin
z,; kégegen elemanlarina bélinmelidir, z; = 1 nedeni ile bdliinenin ge-
rekli olmadid1 p,; haric. Sayisal stabilitenin saglanmasi igin her x, sii-
. tununda en biiyiik degerli z, elemam “kdgegen elemam” olarak secilir
- yani sagindaki tlim 2-elemanlar: sifir yapilir. Z matrisinde bdyle bir satir
. degigimine p,, larin hesabmda degigtirilmig bir swra kargilik gelir ki
bu — gergevelenerek belirtileri — z;, “késegen elemanlar1” m esas alir ve
A, Z nin sifirlarinin, hesap esnasindaki numaralanmasi sayilabilir, 22.3
ve § deki sayisal drnege bakimz. Otomatik hesabda A matrisinin satir
ayni adh siitun degigimi ve Z matrisinin satir degigimi yapilir.
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Ancak hesap esnasinda siitun bir Z siitunu sifir yani z = ¢ olur
ise,! bir Sneceki P siitununun Py, ; = — 1 elemam sifir yapilabilir :
Pr, -1 = 0, buna kargiik z, vektoril keyfi ve zdeki satw degigimi goz
dniine alinarak, k.nmer birim vektdr e, ya esit segilebilir. Yaplanlarn
sonucunda, buna dayanan p(i) karakteristik polinumu p;(3) p.(2) car-
pum geklini alir ve bdylece degerlendirilmesi kolaylagir. Otomatik he-
sap icin Hessenberg’in verdigi ve yine aynlméya, dayanan fakat normal
hesap yolu degigmeyen bir yol tavsiye edilir. z, = 0 olur ise,

Z;, = EQ;

yazilir; burada ¢, yapilan dﬁnﬁgﬁfn sdnunda sifira, egitlenen sonsuz kil
¢iik bir parametredir. Aym hal ikinci bir defa ortaya cikar. Ornegin
z, = o olur ise,

§
Z; = 52 -7}

almir, vs. Kayan virgiillii otomatik hesapta bu iglem genellikle kendili-
ginden tamamlanmr; goyleki: sifir vektdrii yaklagik olarak bulunur ve
kuvvetin azalmas: ile kendini belli eder. Kullanilan hane sayis1 iginde
Z; nn tam sifir olmas1 ve verilen ¢ drnegin ¢ = 10~ halinde, j > k icin

Zrr = € 8r_1, ke, 2;2 =0 alimr, Metod el ile hesap icin, asagidaki parag-

rafim sonunda bir o6rnek ile aglklahacakdlr.

23.3. Karakteristik Polinomun EKurulmas:.

Karakteristik 'polinom p(}) =det (\Z +P),P+2I nu ara holge

determinantlarinin swasi ile, son siitununa gbre seriye acimmu ile rekur-
:sif olarak bulunur. Boylece, f,(}) = p().) olarak agagidaki f;()) poli-

nomlarm elde edilir : .

1} Bunun igin ya A mn minimal polinbmun m (i), p (1) ya oranla daha kiigiik de-
receli olmak veya baglangig vekiori , matrisin tiim dzvektbrlerinde bulun-
mamalidir; bunun icin § 14.2 de verilen Krylof - mietodunun istisna hallerine ba-

Ximz, Ayrica Hessenberg”in yukarida verilen kitabina ve Unger'in Uber direkie

Verfahren 2zum Matrizeneigen - wertproblem, Wiss, Z. T.H. Dresden Nr. 3,
‘Willérs - Heft ' (1952/63) ¢ bakiniz. ' ‘
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fl(;{) =P+ A
fz(}») =P+ (1522 + -1) f1(}h) ]
S5l2) = p1a - Dos ild) + (Pas + 2) fol2) ' (11)

F S T I T T S R T

fn(;") = pin + jbzetfl(ﬂ') + Panfa(}*) R (Ibnn + A) Fra@)

Bu iglem, sematik olarak skaler ¢arpunlarin bulunmas: ile uygulanabi-

lir. Bu maksad ile

OO = ot fad + Fakd 4o b faa M RN

polinomlarinin £, katsayilar, asagldé.ki §erhada ( = 4)P nin sol ya-
ninda F liggen matrisi seklinde yerlegtirilir :

1| #n P12 Pz P

1 fio | 1) b Pm P

1 fa  fo 0 (—1) pass  Pa

1 feo fa  fao 0. 0 (—1) Pu

Sy 1 f-;s f4z fdll f40 =?5()')

n n Ly =
© e

1]

P nin i. ninei stitunun (py; elemanlar) siras: ile skaler olarak, F = (£.)
nin siitunlan ile carpilarak f; (3} nn f;, kaisayilar bulunur; ayrica, k =0
digmda sondan bir énceki f,_; i elemaninin sag yanmndaki f;_; ., eklen-
melidir. (p;; + ) carpimindaki ) teriminin, gdz Oniine alinmag1). Burada
P-matrisinin —1 alt kogegen elemanlar: parantez igine almmaldir. Or-

negin

fo=puLl+pn fi0 + P fro
fa= pas- 1+ pasfu + fao
far = p33'1+fg1-

Bu hesap da toplamlar vasitas: ile kontrol edilebilir. f; larn satir top-
lam 8, igin kolayea anlagildigy gibi,

Si=pu-1+puSit- - puSia+ 8

gecerlidir; érnegin
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N
8s=pra-1+ Pt + P+ S - ' 432571161’2831 5 r
. . az = &, ez S
Boylece 22.2 deki sayisal drnek tamamlanmig olur ve sonug olarak 2;2 - g»ggg gzg g;g 640 i';, % %%‘%é !{
- : — 16 Ao G I P ‘.’_."35"'3 e
pA)=M—5M+6M+4h—8=00+1)(—2p . ‘ t: 3?165%40969736%%1 ? F § - g%é? .
' i %z = 0,011 322 723 L
bulunur. . \ R A = 0,001 615 596 e i
- o g g8l |55 }
Her sira degigimini hemde sifir olan z sutunlarlnm 1ncelenmesm1 e sahip "é? . : ;;*g 'é‘,T [
gosteren basﬂ: bir rnek daha verilecekdir : F 16,055 2268 0244 —0398 Rl 2 ﬁlﬁ 1‘
X . iR A 5,061 0,856 0,080 — 0,133 ; . | ,31
f 1’ s 8 L ¢ ° : T\ 9072 1,364 0147 —0231 R R P 5
1y 2 15 —3 2 —1 1] o 0 0 0 5 11,928 1,428 0,168 . — 0,273 / B g o§§E P ol
3) 0 7 —t 0 —1 o o . [e] o 0 o 'S i = %% : ;;.
2y 2 —6 i 44 o [2] o 0 0 matrisi, a, lerin hesaplanmasinda direkt me- & N
‘3 _-; “ig _; _i _g g _z g : \—331 £ | 2"‘1 todlar igin .g?iglﬁk arzeder. Krylov-Metodu bi- § _ 2?:_00
- le, a; ve a, i¢in, (7-a) ve (7-b) den hesaplanan & ~|[II°°°|% 1 1
1 —2 0 [ -—i5e 90e & degerlerin kullanilmas: halinde ige yaramaz; % : |
O e o ;R 3 puna karsilik 9 tane ile yapilan Hesserberg- & m—g ::-»;\ i
L ; _; ; _: g —; : :': o(; ;6 ! hesabi, son karedeki bazi birimler diginda, :;;f‘ 218858 %ggg b g
| 1 —6 13 —12 4 P P i R 1 tiim katsayilar: dogru olarak verir. Tablo 221 2 T|{{{¥¢ «Téég g i
T PP RV — ' ‘i de, sabit “gecerli” kare sayili (kayar Vlrgullu) % Tg3|e | ‘
i F hesap gériilmektedir. & x
; PRy == 75— 708 419 — 2522 £ 164—4 = (A—1)° (A—22. B et i
\ i : 22 |3
|| . : ; 3 22.4. Ozvektérlerin Bulunmast. N g1i81¢ -yl .
s ‘;::. Polinom su gekilde parcalanir : 4 % §3§ % | i
“ . 3 Yukarida anlatilan gekilde kurulan ka‘ralt:- [3 ! h
iy 242 o : teristik denklemin, bilinen sayisal metodlarin- | 28| &
i - P (A) = ‘ 1 —i4 ﬂ*l =232 42, d-an birine gére :;ozuimesn- 1le,“den1f1em11[_1 I.cokle- 58578 _§§ ]
s b ri olarak tiim veya dneml ), dzdegerlerinin bu- Ao BRI _
:-il‘::fi; p (A)‘ _ |7+ A 30 l Py ' lunmasi halinde geriye ilgili x; 6zvektdrlerinin T x
e ' 2 —t 43+ 4 . ! hesab1 kalir. Bu, Hessenberg-metodu halinde, o !
iy : Py =A—1. —-P matrisine ait doniigmiig y, vektorleri ile ya- slos 2g g ‘_ |*
: ni D333 "% |2 a
I : ) o 1
\ Esas hesap pratigi, agagida masa hesap makinas: ile yapilmig olan,mr ®+rxDyi=o] (12) |7
L § 21.1 deki Ornegi gosterir. Bu titregim teknigi probleminden cikan ve . - ‘ R .
o a, polinom katsayilar1 ve dolayisi ile virgiilden sonra 9 basamak hesap- . denklem sistemleri ¢bziilerek yapilir. P nin ya-
A P51 nedeni ile bu, sayilar gemas

lanmig 3; 6zdegerleri
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1’11 + 2’1’ ]512 Pls . Ybl, =1 ]bln

—1 Py +li Pas 2, -1 Pan
~1 ,‘]533 + ]"i e P:}, =1 ?5311
0 0 0 —1- Pms “i'}h"
/S Yii Yai Yai vov Yu-ri 1

olan basamakli y; bir sistemdir. Bir ¢arpan ile belli Szvektoriin son bi-
legeni 1 e egitlenir ise difer Vu_i,i,Vo_2s1,..."s Vai, Vi bilegenleri siras
ile n.nineci, n'— 1). ci ... 3. ve 2. denklemlerden tek anlamli olarak bulu-
nur zira bu denklemler, —1 elemanlar: nedeni ile lineer bagimsizdir ve
. bunlary, itk (n — 1) siitundan olugan determinantlar sifir olmaz. Bi-
rinci denklem, det(P + 3;I) = 0 nedeni ile, son (n — 1) denkleme lineer
baglhdir yani, kontrolda fayda olacak sekilde, kendilifinden saglanmak-
dir. P nin y; Ozvektdriinden A mn x; 6zvektorii

xi=2Zy:|. (13)

doniigiimii ile bulunur,

P matrisi, ana kogegenin altindaki —1 elemanlan ile belirleneh ya-
pida oldukea, cok katll da olabilecek belirli bir ); zdeferi icin tek bir
lineer bagimsiz dzvektdr vardir. Cok kath bir dzdeger icin birden fazla
8zvéktériin var olmasi istenir ise P matrisi —1 elemanlarmn bir veya
birkac tanesi sifir olacak gekilde degismelidir. Bu durumda metod - ge-
nel halden aymhr

r

22.5. Hessenberg-Metodunun Baska Sekli Otomatik Hesaplamal

Yar1 iiggen matrisin yan kogegen elemanlar yerine, otomatik hesap-
lama igin faydali clacak gekilde, doniigiim matrisinin kogegen eleman-
lari da 1 e egitlenebilir. Yeni matrisleri

1 0 0 o 0\ { bn bl‘..'. bln
01 0 0 by by by,

T= 0 £ i o, B=|0 b b3, (14)
0] nl tna 1 0 0 bfa brm

ile gdsterelim ve doniigiim igin' yine

T T
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TAT=B - B 1)
yazalim. Eski ve yeni matrisler arasinda gu bagintilar vardir.
Z=TD, © (16)
—P=D"'BD ' ‘ an
buradaki kogegen matrisi D nin elemanlarn,
1 _ 0
. b,
D= | by by . (18)
lo babs...b,

uyarmea, B nin by, ;_; = b; alt kigegen elemanlarimn carpimlardan bu-
lunur. B dan P ye geegig (17), doniigiim matrisi T den bagmmsizdir, Do-
layis1 ile Givens-Householder metodlarmda, P den hareketle 22.3 de ve-
rilen gekilde p()) polinomunun rekursif olarak bulunmas: igin uygulana-
bilir, Bu esnada, invers matris, D-!e ragmen, B ve P nin yar {icgen gekli
nedeni ile, (17) de bdlme ortayagikmaz B matrisi Ornegin n = 4 igin-
agagidaki gemayl veren carpanlar ile eleman geklinde carpilir.

1 b2 bybs babsb
. b_z 1 b3 b by
. bs 1 ) b4-
t by Sl

Alt kigegen elemanlarimn 1e egitlenmesi sureti ile, bunlarda bulunur
b; carpanlarma pratlk de ihtiyac kalmaz. ‘

T matrisi, (n — 2) adet T, elemanter dontigiim matrisinin garpim
olarak bulunabilir :

T= T2 T3 n—-l 2 | (19)

burada tek T,, birim ma,trisden yalmz, T nin k. nine1 siitununa egit olan
k siitununda ayrmlir. Invers matris T, ise T, ile aym yapidadir ancak
i>k igin doniiglim. elemanlar nega.tlfdlr —t, = —t; Ornegin n=>5
ve k = 2 igin .
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1 ' 1
. 1 . 1
Ty = i3 1 , T l=] —¢5 1
ty 1 | —ta 1
[ ts ‘1 l — tS 1

Bu elemanter déniigiimler yardim ile Wilkinson!, metodu adim adim
uygulanr, burada her adim iki kisimhdir. Anm ilk (k — 1) adet siitu-
nunda, yan kogegenin gltindaki elemanlar daha dnceden sifira egitlenmig
olsun. Bu durumda k.nme1 adum, i >k + 2 icin k. ninet siitundaki a;,
elemanlarimn bir yok etme iglemi ile sifir yapimas: ile baglar; bu ig-
lem bir satir kombinasyonu olup

A:=T} A (20)

veya, ayrintih olarak
Gij 1= Qi ~ & Gty (20a)

G=k,k + 1,...,n;i=k+2,..,n) geklinde yamlr. 'ay, : — 0 hipo-
tezinden t; yok etme garpanlari, '

= G Grane | - 1)
olarak bulunur. Ikinei adim igin yok etme iglemi,

A= ATy @

uyarmeca benzerlik dontigiimiine tamamlanir; burada (k + 1) siitunuy,
i=k+2,..,n icin,

d:’.k-}-l HE X TR N TR S S + voo T Ginin (22a)
gekline girer ve bu agagidaki gekilde de yazilabilir :

Gipr1: = Gipsr + iyt G=k+2,...,m). (22b)

) ‘Wilkinson, J. H.: Stability of the reduction of a matrix to almost triangular
and triangular forms by elementary similitary transforma.tlons J. Assoc Comp.
Machin. Bd. 6 (1959), s. 336 - 359. ] : /

.'
2
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Yuvarlatma hatalarimn soniimii igin, yoketme igleminden &nce,
i=k+1,..,n deki a, elemanlarinin en biiyiigii satir degigimi ile, alt
kogegen elemam ‘ay,;,y olarak secilir. Bundan sonraki aym adl sii-

- tun degigimi, bunu yine benzerlik déniigiimiine tamamlar. Boylece her

{t;) < 1 olur,

k= (n—2) inci adim sonunda A ,B geklini almls‘ olur. p(3) poli-
numunun daha kolay hesabi icin B, P ye dniistiiriiliir ve bu yine A ile
gosterilir yeni hesap otomatinda A min noktalarmda .toplanir. Ancak
A mn sifir eleman: noktalarinda f; polinom katsayilar: toplanabilir ve
bunlar £, = a;,, , ile gosterilir ve bu durumda A matrisine bir 0 sii-
tunu ve bir (n -+ 1) satir1 eklenmig olur. Boylece son polinom katsa-
yiarl, basilan a, = f,; = a,,  olur. Islem agagidaki Algol - program
ile realize edilecekdir. :

begin ‘comment Verfahren von Hessenberg, Berechnung der Polynom-
koeffizienten ;

integer n;lies (n);
begin arrayall:n 4 1,0:n],#[3:n];
realx,y;integeri, 4, &, s;
lies(a);
forir=1stepluntiln + ldoa,u =0;
fork:=1stepluntilndo@,4y,.:=0;

Al:fork:=1stepluntiln — 2do begin

A2:x:=0;
for j: = k + 1step 1until n do begin if x < abs (a;,) then begin
x:=abs(a;z) ;8 = jend then, Auswahl grifites Element
end j;
‘for j:= kstepluntilndo begin
T Y= Gy, Ok, = O3 Ge; = yend Zeilentausch ;
for j: = 1stepluntil n do begin
Y= @ es13 41t = Gjss Qs 2 = Yyend Spaltentausch
if @ryq,2 =0 then goto AD;

A3: Ehmmatlon der Spalte %:
fori=1Fk + 2stepluntilndo begin: = a,k/akﬂ,k siri=0;
forj: =%+ 1stepluntilndoa,;: _a,,—t Gri1,; '
end i Elimination ;
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A 4:FErginzen zur Ahnlichkeitstransformation
fori: = 1step Luntil# do begin
for j:=Fk + 2stepluntiln do @1 ' = Grr+1 + @ ¥t
end i Transformation ;

Ab:endk Gesamttransfofmation ;
B: Umrechnung auf Subdiagonalenl:
fork: = 2stepluntilndo begin
for j: = kstep 1 until n do begin
fori=1stepluntilk —idoa:;: = @y * i1
end j;
O -1+ = lend k;
C: Aufbau der Polynomkoeffizienten:
@10: =1} 8ns1n’ = 1;
fori: = 2stepluntiln4- 1do begin
for j:=1stepluntiléi —1doaw:= G —
end i Berechnen von fp = G103
Drucke (6, +1,0) ;
fork: = istepluntilin — 1 do begin
fori:=k+ 2step1 untiln -+ 1 do begin @it = @;i_1,k-1;
for j:=k+ 1step1unt11¢ —1do
Gir | = Gz — Gji_1* @y end i Berechnen von ak :
- Drucke (Gq1,1)
end & ; Drucke (@, +1,n)

i j—1% 00

end
end

22.6. Givens Metodu.

Givens! de, Jacobi- metodunun duzlemsel donmeleri esas almarak
o gekilde degistirilir ki A matrisi Jacobi tipinde, sonlu sayida eleman-
ter déniigiim ile, yar1 iiggen sekline, simetrik halde ise simetrik tridia-
gonal gekline déniigiir. Bu, k,i nin solundaki ay,i., elemanimn sifir ya-
pilmas: ile miimkiin olur. Elemanter doéniigiimlerdeki indis cifteleri

23 2,4...2n
34 ... 3,1 . (23)

D (divens, J. W.: Numerical computation of the characteristic values of a real .

syrmhetric matrix. Oak Ridge National Lahoratory, ORNL-1574. 1954.
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girasm takip ederler ise blI‘ defa bulunmug ola.n sifir elemanlari - Jacobi

' metodunun aksine - ortadan kalkmazlar ve 1/2(n — 1) (n—2) adim ile

hedefe ulagilmig olur. § 21.8 de oldugu gibi, elemanter déniisiim esas kis-

mi olarak, ¢ = cos p,s = sin ¢ kisaltmalari halinde, alt matris

(c S) 24)

8§ —¢C

gecilir ise,

b1 = 8Gi;1— COri_1 =0

den déame aeim igin

t=tancp=%15-"—1,' ~ (2B)
G i1
buradan da
czi, s=t-c , r=y1+3 olarak (26)

hesaplanir; burada r = \/1 + £ dir. (25) dek1 paydanin degeri, paydan
kiigiik olur ise, cotg’a gegilir. Bu ve kolayea cikarlabilecek diger donii-
siim formiilleri agagida, simetrik olmayan A matrisi hali icin ALGOL-
programi- geklinde verilmis olup bu, birinci program kisminda degis-
mek iizere, bir sayfa Once bulunan Hessenberg-programmin A, — A;s kis-
mil yerine konulmug sayilabilir. B ve C kisimlarn degigmeden alnabilir.

Yan iiggen gekline Givens-doniiglimii

A1l: fori:=2stepluntiln — 1do begin

fork: =i+ 1lstepluntiln do begin

if @z:_1 = Othen goto A 3;

if abs (&;,:_1) = abs (@z,:—1) then begin
t= @i tfti1;ri=sqrt@ + t*8);0; =1r;s:=1%c
end then

else begin
£:= Oniy/Wi_1;r:=sqrt@ +¢ *t) ;
if¢ > Othensg: = 1l/relses:= —1/r;c:=¢%*s
end else, Berechnung von ¢ und s;

A2 g =c*a1t s i1 01 =05

for j: = istep1until n do begin

5
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Ki= c*a.-,— + s*a;,,—;ak,-:= s*a,-,-—-c*ak,-;a,-j: =%
. end j Zeilentransformation ;.
for j: = 1step 1 until » do begin
%r=c¥ap+s*an o =8%a; —c¥au;0u =%
end j Spaltentransformation
A3; end k
end ¢ Gesamttransformation.

22,7, Houscholder Metodu.
Houselholder ' -2, Givens metodunu o gekilde degigtirmigtir ki,
A:= V’k A Vk (27)

ile gosterilecek tek ortagonal doniisiimde, k. niner siitunda ve yan ko-
gegenin altindaki a; (i> k + 1) elemanlarinin tiimit bir defallk sifir
olur. Boylece makinalarda hem iglemden ve hemde toplama noktalarm-
dan tasarruf yapilm.

Bu,

Vi=1-2v;V% T @8

geklinde * bir doniisiim matrisi ile

vve=1
¢ normlagtinilmis ve, ilk k elemanlann sifir olan v, vektorleri ile ya-
pihr : '
0) (0) o
Vi = * y V2= * :"-)vn—2= E_-
: : #
* * *

1) Householder, A.S. u. F.L. Bauer: On certaln methods for expanding the
characteristic polynomial. Numer. Math. Bd. 1 {1959), s. 20 - 37,

2 Wilkinson, J. H.: Householder's method for the sclution of the algebraic eigen-
problem. Comp. Journ. Bd. 3 (1960), s. 23 - 2T.

* Jacobi ve Givens elemanter déniiglimleri de bu sekilde, i ninci veya k. nminci hi-
legeni - sin /2 veya Cos /2 ve difer bilegenleri sifir olan v, vektorleri cinsin-
den yazlabilir,
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Boylece v, doniigiim matrislerinin ilk k adet satir ve siitunu, birim
matrisin satir ve siitunlar1 olur, Bunlar ortagonal ve ayni zamanda si-
metrikdir, V,/ = V,. Bunlarm yardmm ile A nin B ye doniigiimi asa-
gidaki gibi adim adm yapilir :

A= V'j A VI
A.2 ‘-—T V?_ Al Vz ) (29)

B=A,:=V, A, 3V, 3= VAY
burada.

V=V, V2...V.n. ‘ {30)
toplam déniigiim matrisidir, Makinada hesap, her kismi doniigiimde de-
gigen a; elemanlarinmm fist iiste yazlmasi sureti ile olur. Sifir olan
elemanlardan bosalan yerler, zvektOrlerin ek hesabinda, kullamlacak
olan v; bilegenlerinin - hi¢ olmazsa kismen - ahinmasma yarar.

Her kismi doniiglim hemen hemen aymdir, Yani V, veya, basitlik
jein v ile gosterilecek v;, halinde ilk adimn incelenmesi yeterlidir :

0
vz
Vi=VvVv= .
VY
Keyfi bir matrisin V, ile sagdan carpiminda, V, in yapis1 nedeni ile bu
matrisin  birinei siitunu degigmez. Yani A, =V, A V,in birinei siitu-
nunda sifirlar olmasi isteniyor ise, bu durum V;A da bahis konusu olma-
hdir. Bu hipotezdir! v, = v vektdriiniin v, bilegenleri

1 an\| , (31)
=312 g |
_ @iy
Vi=E oS | i=34,...,n (32)

olarak bulunur ve bunlarin karelerinin toplami

2=al +al+...+ay (33)
olur. :

1 Ayrmtilar igin Wilkinson'un son .verilen galigmasina bakimz,
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(32) denklemi, pozitif alinan v, ye boliindiigiinden, hesabm sayi-

sal olarak miimkiin stabil degigimi bakimndan, iki zdegerinin bilyligh

shmr. Yani (31), (32) denklemlerinde, pozitif a, icin, + isareti, aksi
halde — igareti kabul edilir :

L2 ' | -
v =7 (1+ Sl) | ' (3a)
. @880 4y ' .
v = 2w, 81 . (323-)

Boylece A, in birinci siitunu, B nin birinei satirmm son geklini almigdir
ve sifir yapilmamg iki eleman '

bI = 11, bz1 = — 81 SgN d21 (34)
olur. Ikinci a.dlmda, (31) - (33) denklemlermdek1 tim 1ndlsler bir yik-

geltilmelidir. vs. .

V,e ait (28) denklemi ile A, = V; AV, pq gibi iki yardimer vek-
tdr ve K skaler carpam kullanilarak, v; = v vektoril cinsinden yazilabilir.
Genel, simetrik olmayan, reel A matrisi hali i¢in kolayca

¥ (35)

| A=A —2gv —2vq

elde edilir; ve bu bilegen cinsinden

{ al) = — 2¢; v — 20: GF ’ {(35a) |
olarak yazilabilir, burada

p=Av, pt*=A'v 38

qg=p— EKv,q*=p*—Kv (87

E=vAv=vp=vV p* } " (38)

dir. Simetrik matris A = A’ halinde p ve p’ yani g ve q° vektorleri ga-
kigir. Ayrica B tridiagonal olur. ‘

stinTEn Sl -
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Karakteristik polinom p(i) min rekursif olarak bulunmasi igin ya _ :
(17), .(18) dbniigiimii yardum ile 1 alt kdgegen eIemanh P gekline geci- !
lir, 22.5 e bakmmz Veya B matrisinden.

en=1by Ca=-—babn €3 =1ligbaby Cra=—>1bisbuby...
 Cop = Dyg Cog == —bag gy Cog = Bpy bgy by (39)
' Ca3 = Dg3 €gq 7= — gy byy
Caq = by
uyarinca, yeni ¢y ara katsayllar veya ¢; = by den hareketle,
Ci k1 = —Cip bi,k+1 [P (40)

bulunur. Bunlarin yardum ile f,() polinomlarmm £y katsaQyﬂa.n, Hes-
gsenberg-metodunda oldugu gibi elde edilebilir; bunun igin yalmz igaret
degigimi g6z Oniine alnir :

HA) = —4
So(A) = c1a + (2 —2) 1lh) ; . '
fald) = cr3 + €55 f1A) F (633 — ) () ’ (41)

fal#h) = ¢4k €5 1(A) + .GM L) + (ca—4) fam)

.............................

Simetrik matris halinde hesap Gnemli Glglide ‘sadelegir :

Fld) = by — y

fz(}*) = bm + (bzz—]*) fl(ﬂ')

fs(’l) = — b3, fild) + (e — A L) (- (41a}
fald) =— bg;fz(l) + (bas —2) f2(A)

....................

Yani déniigiim katsayilarindan olugan C = (cy) matrisi burada

by —b, O o ...
2
c=|"° b iy 0 .- . (403}

seklindedir.
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Karakteristik denklemin coziilmesi ile A, Szdegerlerinin tiimii veya ge- |
L %%? rekli olanlari bulundukdan sonra ilgili x; 6zvektérlerin yine, hesabr zor
53 & * . - - » L) s ar sy
4 gggm e olmayan Bnin y, dzvektorleri yardim ile geri doniigiimden elde edilir.
P N‘n;‘ . i R
) ES?E— %%? o Bu geri déniisiim burada da yine adim adim yapilir. Gerekli x; veya
4R& - - L ey 3
| T y; Ozvektorii x veya y ile, ara adimlar y. ile gosterilir ise,
o A - 0N DAL 00 b
REgE| |5%%s 2gey |
mmoa 238n nlR& v v =y;
w8207 |odoe 2888 n—2 a2 _
ik = EE A Vs ¥n2 = Yoo 42) ;
L L R R ) i
35 n3E - v =X , _ |
288 2 gg% ggg Viva =y
£§§N b o Eam
»|55%2 7|88 S%E seklinde hesap yapilwr. Burada V, nin agik olarak bulunmas: gerekmez,
2oy 77T e daha ziyade v; vektorleri ile ¢ahgilir :
-z22e| |s@as 82 )
Eg‘gg ‘?:‘?Eg 5% Y =V y- 1=(I—2vrvr)yr+1)
g §8ﬁ3 G280 |« 25 r ryr+ r
R T A L 2 " =n—-2,n—3,...,1 (43)
2 &Iz dT'd?' i . V. =¥1— 20, ¥V, | T=0—2, aevs .
= o
[ Y] ﬁ g; § . .
g ‘ §§§ 2 asl® 3 Hesap, ¥._1 =Y ile baglar ve y; = x ile sona erer.
==l I s | o X .
) 8 3 8 °om g = “ygas - - » 3
b ) G%%:f- °:° 55 <8r‘f " 22.3 de verilen ve hesabin stabilitesi igin daha fazla hipotez ge-
ee - . -
““3 ! T I rektiren Srnegi ele alalim. Tablo 22.2 nin, masa makinas1 ile hesab
"'..-.?' -|.§88 )} | 25% aﬂ o5 |2 igin uygun diizeni, metoda has makinal hesap avantajlarm ortaya ¢1-
& | v — - . . . . =
¥ 3253 |5 o§§§ 1 S¥S 12 ,'-’ karmaz. Doniigiimler bile (Hessenberg - hesabmin tersine) sabit - virgiil
- - = On I~ ~ - N . w .
g & E§‘§§ i §-§‘T‘- “mggg g E | -hesab1 ile yapilir. Ancak rekursif polinom hesabinda o&zellikle ey car-
u’ .: m‘n -~ ‘ . ' - A =y
«a §'=|"°'5 ° pimlarmm bulunmasmda kayan virgiile gecilir. .
O . -
2 g88E| |EER mgx |8
2 A28%| |gzan §§§§ \ 228 g | 23, Lineer Denklem Sistemlerinin Iteratif Incelemesi
7977 a.%.*%g«. 2528 EE
: o T whg |8
: I | Sad |3 : )
sga| |azas TiL|] - 98.1. Gauss - Seidel lterasyon Metodu.
38 & - 00 f
oo i $2x3 3 3 - - - A s 3 x L3
383538 Z258 §§§% 2% (8 3 Lineer denklem sistemlerinin c¢ozlimii ic¢in, yok etme igleminden
Te. Pl - Pt - o0 - 3
s333| |858%) |BEzs -5% |8 gok farkhi ve -gbziimiin iteratif olarak, elde edildifi her metod Seidel
Soo T gz = 4
[ T %15 . tarafindan verllmlg ancak Gauss semasmda.n farkh gekillerde uygulan-
§28% g22 " - mgdir. A = (ay) katsayilar matrisinin a,; asal ‘kbgegen elemanlari, bir
begrieg gega é‘g%o g : bir satirin a;, elemanlarindan miktarca daha biiyiik ise metod kullani- |
L} el il <l bl v i . ;
AREE Baes | |238 8|8 . labilir; bu duruma uygun olan denklem sistemlerine gok sﬂj: rastlanir.
‘! ?m ‘T ‘—T . Burada, tekil olmayan A matrisli ve a = (a;) ikinci tarafli sistem : 3
: 3 g ] , ?
- ;'.'_ ' = - _‘: i — (1)
2388 B3eo g500 i Ax=a :
R I g2 % : |
2 E .

kigegen elemanlarina gore ¢Oziiliir :
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011 %1 = a1 — Q2% — G133 — A4 g — « -
Qg2 My = G2 — G2 ¥1 — O23%3 — G24 %4~ 4 u»
(33 %3 = O3 — 31 %y — G2 X

(@

— @34 K4 = o .

a4 w & w8 8 # % s & = & ®m o % a . » e ® & & ¥ p s = B o

'Biiyiik degerli a, ; asal kbgegen elemanlar: halinde, sagdaki a5, e (1 2 k)
terimleri, “izafi® kiiciik diizeltmeler sayilabilir ve bilinmeyenler igin ilk
yaklagim !,

1 .y 1 :
Ay Xy == @y — g1 X} . {(3a)

.................

den bulunur. Tim x%' ler bulundukdan sonra diizeltilmig deger climlesi
%2 : I

a5 =a —_— 1_ 1 T
11 #1 h the ¥y — @gXg— da ®y — -
2 2 :
Gpp ¥z = Ay — Oo1 3] g Xy — Oy ¥y — _
P S 2 2 1 (3b)
ag X3 = g — Oy ¥] — fAgo &2 R R
den elde edilir. Genel iterasyon kurah’
veya kisaca
dyHt = g Xy — By Xy By Ky
1 -1 ) " .
azz x2+ = a2—a21 x1+ '—"azsx.;_azg_x_l_. . (3)
Ay %1 = 3 — Qg %71 — agy 25T e
33 %3 3 31 %1 32 V2 ag gy~ .-
A xptt=a—A4,x|, (3%

olup burada A matrisi, a;, kosegen elemanlarm kapsayan A, alt iiggen

matrisine ve asal kogegen iizerindeki elemanlar1 kapsayan A, ye, A=

A, + A, geklinde ayrilmigdir.
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' Birinei denklemden baglamak ve verilen. sirada devam etmek iize-

‘re her denklemde bilinmeyenler igin en yeni degerler yani, bilinmesi ha-

linde, yeni (v + 1) iterasyon adimma ait degerler, — halde y adimina ait
olanlar kullaniir. Bu “Gauss - Seidel” iglemine, sagda yalniz bir 8&nceld
basamagin x; yaklagimlarmin yani A, = Diag(a;) nin alindig1 (daha’az
avantajli) “topdan” iterasyona kargilk, “adim adim iterasyon” denir.
Baglangic yaklagiom olarak burada. x? = o secilmigdir; bunun yerine her-
hangi bir deger climlesi 6zellikle, bilinmesi halinde, bir yaklagmm da kul-
lanilabilir. , - o

Pratik hesap ve diizenlenmesi g¢ok basitdir; agagidaki gemaya ba-
kimiz. Kogegen elemanlarmm gergevelenerek belirtildigi ve sag taraflar:
da kapsayan katsayilari gemasinda vy iterasyon admmlarinn »,’ yaklagik
deger siralar ortaya cikar. xo+! deferi, x; nin iizerindeki a;; kogegen ele-
mamna ait i ninci denklemden bulunur. Sag taraflar ters igaretle' —a;
olarak yazilir ve hdylece skalar carpim halinde 1 carpanina sahip olur-
lar. a;, % digmnda a; % larin skaler carpimi yazilr; burada k <i(x nin
solu) icin yeni satirm %+ degerleri, k > i (%; nin sag1) icin eski satirn

‘%, degerleri almr. Bundan sonra a;; kégegen elemanna boliniir ve iga-

reti degigtirilir. Hesap makinasi yardwm ile garpim yazilmasi, tek car-
pumlarin toplam degeride otomatik toplanmasi ve sonra a,; ye bilme

- ile yapilir. ' - Pom

Gauss - Seidel iterasyonuna ait hesap gemasi :

r=1 T T 1
2 . e r . 1
s [ . o .
Yo . 24z — 2%+ 25+ FH= 54
ORNEK- _x1+21x2+'2x=—‘x‘=—61
¥+ 27+ 28xy— 234 = 28
g 2 g + 2055 = — 45
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SEIDEL iterasyonunda sayisal hesab1 agagidaki semaya gire yaplhrl:

x1 E2 l X3 x,l —a;

24 —2 2 1 —54

—1 21 2 —1 61

1 2 28 -2 —28

0 ‘ 1 —2 20 45

2,250 ~—2,797 6 1,119 5 —1,0082 1 \

2,006 83 —3,010 97 1,000 67 —1,999 38 4
1,999 004 —3,000 082 1,000 086 -—1,999 987 1
1,999 985 —3,000 008 1,000 002 —1,999 999 1
1,999 999 —3,000 000 1,000 000 —2,000 000 1
*2,000 000 —3,000 000 1,000 000 —2,000 000 1

Biilyiik kbgegen elemanlari nedeni ile yakmsakhk yeterlidir. Gok basit
hesap kurallarindan dolayr metod, hesap makinalarimin uygulanmasma
da imkan verir Yakinsaklik problemi bir sonraki paragrafda tekrar ele
almacakdir. ‘

93.9. Yok etme sureti ile Iterasyon.

Burada kogegen elemanlar1 diginda, bunlara komsu a;, *+ 1 katsa-
yilart da, bunlar ile kargilagtinlabilecek mertebedendir; buna kargilik
kigegenden daha uzak olah a; elemanlar yeterli oleiide geri giderler
yani sonuca ¢ok az etki ederler. Bu halde iterasyon ve yok etme ig-

leminin kombinasyonu tavsiye edilir.! Yok ctme iglemi ile dnce yalniz

kbgegenin altindaki a,  ;_, elemanlar sifir yapilir; burada, ¢; yok etme
katsayllarmdan olusan C matrisi, ¢;; = 1 kogegenine komsu Ci, iy ele-
manlarimn -yalniz bir swrasmi gdsterdiginden yok etme islemi cok bhasit-
dir. Ornegin bes sirall olan toplam matris A :

1 M Mg Gy “15\

Gy gy ey Ay @5

A =S aa]_ l aag “3; a34 _(135 (4)

24y “42‘ I I

A51 G52 “53‘ @54 55

1) Benzer, ézellikle hesap makinalart igin uygun bir metodu S. Falk vermigtir:
Eine Variante zur Gauss - Seidelschen Iteration. Elektron. Datenverarbeitung

1963, s. 230 - 234.

.

T T LY
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nin yalmz, merdiven hattimn iistiindeki A, kismima yok etme iglemi uy-
gulanir; boylece A,,B; = (by,) iist iggen matrisine doniigiir; buna kar-
siik zayif a, katsaylll, altda kalan A, kismi ilk once belirsiz kalir. Ite-
rasyon kurah olarak

Ay x’tl=a - ArxV =2, ()

kullamlir; burada avsag taraflar xV yaklagimt ile bellidir. Simdi AiB
{ist ticgen matrisine doniistiiren yok etme iglemi (iicgenlere - ayirma)

A1=GC B (6)
uygulamr ise,
a¥ = C; bV, @)

uyarmea a’ sé.g taraflar: b’ geklini alir. Bu durumda, b’ sag tarafl her
defasinda a’ = a — A, x° den-cok basit yok etme iglemi ile bulunan,
basamakl denklem sistemi :

Bx*tl=p", (8)

nin c¢oziilmesi gereklidir. »,"+! bilinmeyenleri, (8} sisteminden agagidan
yukariya gikarak hesaplamir (yeni Seidel-Iterasyondaki gibi yukaridan
agagiya degil). Burada da adim adim bir iterasyon bahis konusu olup
basamakl sistemde yeni (v + 1) basamagmmn bilinen ;! degerleri kul-
lanilir.

Pratik hesap igin agagidaki kural uyarinca z’ diizeltmeleri ilk daha
rahat calgilir,

Yok etme igleminden Yok etme igleminden

onece sonra
Ax"=a Bix’=h —~ x0
Az = —Ayx®=—2a%| |Bizl=—b° - 2!
Aiz? = — Azl =— al B zl=—Dh'|—> 2 9)
A2 =—Ayzt=— a? B;z8= — b*|—> 2
[ T L TR} R B . % e
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Béylece x ¢ozlimi,

x=xttzi+z2+... |, (iO)
geklinde bulunur; burada zV diizeltmeleri, verilen hane sayisl gergeve-

sinde tamamen sifir-oluncaya kadar, gittikce ki.igiil'iir hesap biter.

n=>5 igin ve y = 2ye kadar, kontrollar dabil tam hesap semasl
agagdaki gibidir :

0 1
7 a;
g’ gt
0 0
o . 0
o 1
a:i a':i
0 1
ay ay
o 1
a; ag
0 0
0 0
n 1
bs b::
0 1
b-l b-l
0 1
bﬁ bﬁ
0 | -0
iy} 0 0 i} 0
x x5 Xy xy x. 1 0
1 1 1 1 1
- Z Z z zg 1 0
1 ! 2 2 4 2
23 Vi zy z z 1
X, Xy Xy %y Xs 1 0

satir toplam1 o)’ , A; kismi matrisine dayanir ve yok etme iglemini kont-
rol eder. o, satin A, ye dayamr ve 2; ve b, siituniarim kontrol eder.
% ve z’ nin son kontrolu yine oy ile yapilir. «; lerin son kontrolu ise,
Ao, = o + o) matrisinin oy toplamlar: ile yapilir.
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Metod,' az veya cok kiigiik olmalarina goére ¢ok veya az A ele-

" manlarmin A, ana mafirisine eklenmesi sureti ile degigtiirlmelidir; bdy-

lece bunlay diizeltmeler veya yok edilecek elemanlar olarak ele .almr;
agagiya bakimz.

ORNEK : E. Bodewing [2], sayfa 131 de, yok etme iglemi suretiyle,

iterasyon uygulanmast icin karakteristik olan ve orada,, adi iterasyon
ile incelenen agafidaki sayisal ornegi vermigdir : .

Sag taraflar ile birlikde matris

0,032 160 | 5,067 107

15,032 874  0,201456 —1,754343

0,034 376 —8,852 656 —0,817307 1,267 660 7,755 243
0,198822 3,803 840 —22,225 977 0,341 238 49,588 894
0,079 720 —0,986 150 —0,016 570 —5,313570| 5,283 290

2. ve 3. satir ve siitunun degigtirilmesi ile, orta bﬁyﬁklﬁkdeki rahatsiz

edici elemanlar asal kdgegene yaklagirlar ve biylece iglern bagarl gaglar. -

Hesap, Tablo 23.1 deki gibi yapilir. Diizelimelerin kuvvetle geri gittigi
farkedilir. Ue adimdan sonra goziimler virgiilden sonra 7 nci haneye ka-
dar dogrudur; buna kargilik adi Seidel iterasyonunda 5 adimdan sonra an-
cak 5, toplam iterasyonda ise 6 adim sonra ancak 4-5 ondalik kadar

dogru olur. - Diizeltmeler ile caligldigindan, birinci yaklagim x° m hile

istenen tam hane sayisi ile hesaplanmasi temin edilmelidir.

93.3. Yakmsakll ve Hatae Tahmini.

231 ve 23.2 de verilen iki iterasyon metodu - ve digerleri - aym ite-
rasyon kurali ile Suetlenebilir. 11k dnce denklemlerden herbiri, a; kigegen
elemamna béliiniir ve iterasyon kural '

WHl= — AxVTl A x"+a (11

geklinde azalir. Adim adin “Seidel” iterasyonu halinde, 1 kogegen ele-
manma goére A, ve A,, kdgegenin aliinda ve iistiinde bulunan.ii¢ggen mat-
riglerdir, Iki matris : :

Ag= A1 + Ao, (12)

olarak yazilir ve biylece 2; =1e getirilmig toplam matris I -+ A, olur.
23.2 uyarinca yok etme iglemi ile iterasyon halinde A, 1e normlagtiril-

F. 25
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o mis kdgegen elemanlar: diginda, merdivenin iistiindeki, A, ise altindaki
Qo § wn o .
_ g8 & 888 elemanlar: kapsar.
e 00 = D o P o) - :
=1° §§ § ° E §' § x ¢oziim denklemi
x=—Ax—Ax+a “
I LR B o vy s ‘ o s s . i
> = ; nm 3 den cikar: =XV — . :
5 g am® . : (1) den cikarilmagi ile yV = xV — x hata vektdrii icin su sistem ‘
21 1|c8 o |l o| ow bulunur :
S 3 =3 ‘
T ! % —y =yt Ay, (13)
‘ Bu, tekil olmayan I + A, matrisi icin,
ol 3 2x 8t gz 4 , . .
[N s i . _
}%0 i ::;f: o g\g\s‘o ol|o =) ¥ yv+1= - I+ Ay IA'A’Y\":L?JU (14)
lieg “|°%7 T - N .
© 2 3 [ T ‘_ e gbre ¢oziiliir; burada L = — (I+ A)~! A,, iterasyon matrisidir. Me-
g ? T by todun yakinsakhg1 icin 6lgii L nin ); Ozdegerlerinin ), max. degeridir ve
%‘ ki gerek ve yeter yakmsakhk kogulu
M Qi ™ M+ O I ;
3 §|gg8geges : Ao = Max M <1 , (15)
Lo T I T TR T e I T L TP S R - : . i
2 BRI BRR|EE RS ] S
- SlTenv mg s ; dir. (14) uyarmea
E y =LYy
) N|lowe olow ao BRR2|S - . v : . .
g S|eg8gFegce T awl |8 olup y° baglangic hatasidir. Yani bu, - timti meveud kabul edilen - L nin
o™ [ BT s B B i et [ -] P as . . . . .
3 BRI 3 gosg 7, Ozvektorlerine gore seriye acimr ise,
3 Y O e | O - A (=1
4 TTT7T 77 | | V=M e+ oMz ..+ eV,
- ) w|w | 2D g N 3 ve buradan, (15) halinde, v - oo igin, yY-> 0 bulunur.
e 128222 8ZRI18I85 |3 ‘ - : 0 s .
« Jlzesslr o ndlaln- o Bu durumda yakmnsaklik kosulu (15) pratik defer tagimaz; zira
3 3 o : : . . . . L . . o ax
2 g2 28238 &R (2|5 S8 iterasyon matrisi Lnin Szdegerleri belli degildir ve kolayca bulunmaz.
2 S|o ks S| ewB|S | |[© S 3 ¥ _
& - l FLH] Yani hic olmazsa yeterli fakat kolay kullamlabilen yakmsaklk kriterle-
_ - i rinin ve hata tahminlerinin verilmesi bahis konusudur. Bu, § 16.3 de be- ‘
~ - 3 - 3 3 ] -l - N |
Rls |2 BBl R 8 Rlgz*18 - - lirtilen norm incelemeleri yardim ile saglanir. Cok sayida bilenen tah- ;
° |2 |% -2: <= g \E o g, é - éo § minler arasindan W. Diick’linki verilecektir! |[x]| keyfi bir vektér normu :
- o vy — e | H g . h
YR Q ey "o 1 . . -
S35 85 S5 g1 ol I e 3 ve ||A]| buna uygun bir matris normu olsun, §16.3e ba,klr.nz. Bu du
P | ] | ] rumda (13) den, normlara gecis ve norm hesap kurullam dikkate alin-
‘ © 0w |n i mak surefi ile, X
wiliw|lwrlaw o« - th - ;
o |l | O = 1
O [=] oo (oo e I~ | 0 Lra e 0 P F-
. o o - ~— N s
SRS 2D ° N 2 ; ) Diick, W.: Eine Fehlerabschitzung zum Binzelschrittverfahren bei linearen
mlal|lales | =} < 8_ . )
g [w|w o‘?‘ ol o S o Gleichungssystemen, Numer. Bd. 1 (1859) s. 73 -77. Diger tahminler ile kargl- ]
i i ! li, 2'.. laghirmayr H. Feldmann yaprugtir : ZAMM. Bd., 41 (1961) s. 515 - 516,
i
i
1
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Ty = DAY+ Al : : lA]l = Z(A) = Max = |au]. . @2
ve a ‘ ) . - as a - I
¥ - [|AD Hyv—}-ln éHAzH‘”Y\’“ . kullamilir, 23,1 deki orpek icin |
bulunur. o o o C |
" - - 3003 3 . |
|Aj] <1 hipotezi ile burada bolme yapilabilir ve iki ardigik hata g {{4,| = Max; o, %, = '26} = 55= 0150 ;
velktsriiniin normu igin su egitsizlik elde edilir : ' . . 5 |
g . | | gl = Max {2 2, 5 o= — 0,208 |
vil < Bl vy (16) 2 . | ‘
Iy = AT ' 4| = Max | =, =, = i}—i=0208 : |
‘ ' : “oll = 247 21" 287 20 247 7 C i
Biylece metod icin yeterli yakmsaklik kogulu : !
y l - elde edilir. Boylece - |
' |1A] an |
1— [|A4]] & = glgge = 0245 <1, e'=girg; = 0,263 |
olur. - , : _ ' ' |
' . ‘ : olur 23.2 deki yok etme ile iterasyon ornegi icin ‘
Hata tahmini 14 ' :
v xv | (18 Aj|| = Max {0,1382;0,1906; 0,2355 ; 0,1856} = 0,2355
Iyl =[x — xl S e llx” ~x . , Aof| =Max{ 0 ;0,0089;0,0039;0,0181} = 0,0182
geklinde olup burada §, W. Diick’iin agagidaki gibi buldugu bir tahmin- : H A:H — Max {0,1382; 0.1895 ; 0,2394 ; 0,2037} = 0,2394 .
carpamdir. (13) iin basitce degistirilmesi ve v yerine (v —1) konulma- | yap - | : . .
. , : ' 0,0181 0,0181
s1 ile, . . ‘ ; & = hregs = 00287, @ = ghees = 0,0238
= (At AYY + Ayl — ¥ = Aoy + A (x¥ 1 = X)) b ’ ’ o
- ‘ E bulunur. Son adima ait hata tahminleri sGyledir.

elde edilir. Normlara gegisden,
I3l = (1Al iyl + &) ixa—x
yeni hipotez ||Ad] <1 halinde, istenen tahmin

“*—I\l' Iy}l < 0,0238.15.10~7 = 0,36.1077.

-

egitsizligi veya, 23.4. Gauss - Southwell Relaksasyon Metodu.

1Al v — gv—1 19
ly¥l =1x —x||= Tfﬁgo_“—llxv x| - Son zamanlarda Southwell tarafindan “relaksasyon”! adi altinda,

Seidel iterasyonun degisik bir gekli verilmis olup bu Dedekind’in, 28.1
deki dip notu 2 de deginilen “en kiiciik kareler metodu hakkinda konug-
masmda Gauss” isimli yazis1 s. 53-56 da, kontrollar ile birlikte tiim ay-
rmtili ve yakinsakhk ivmelendirilmesi i¢in ekseriya etkili bir suni mii-
dahale uygulanmasi olarak verilmigtir. :

Relaksasyon zaaf gdstermek yorulmak anlamina gelir ve “kalan-
larm” ardigik ve sistemetik olarak “kiiciilmesi”’ ne igaret eder :

bulunur, burada tahmin carpam

o= [|lAall ' ‘ (20} °
1 — | Adl] E :

dir.

Vektér normu olarak, hata gdzlemlerinde, max. hilegen digeri

iixllj= Max x| (21) :

Y Southwell, R. V.: Relaxation methods in engineering science. Oxford Univer-

ve uygun mafris normu olarak satir normu sity Press 1940. .
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A Xv —a= x\j! (23)

bunlar, x,yaklagmnn (1) denklem sisteminde yerine konulmas:i ile
ortaya cikarlar; uygun “diizeltmeler”
_ z, = x,—xv—1, (24)
kulla.nﬂmam halinde ise denklem (23) deﬁ gu bagmt1 elde edilir :
_ Az,=1,—Iy_1 : (25)
Burada Z,0 gekilde hesaplanmalidir ki yenir, kalam, eski r,_ kalanindan
kiiciik olsun. Burada da A matrisinin ay asal kogegen elemanlar: agir

basiyor ise, bilesenler cinsinden sbyle hareket edilir : Tek bilegen z,V = 0
secilir ve geri kalanlar zv= 0 kabul edilir. Boylece denklem (25) sa-

delesir.

Mo omY v—1
Gk zk_T‘I . ?1 l

Vo oY av—1
O %, = 72— T ¢ (26)
Cnp &) = ?‘ﬁ - T:—l ,
Simdi
Copv—l |
zv.z _ Tk s (27)
k 11752

yazihr ise, kalan bilegen r, sifira cok yaklagir, buna kargihk diger kalan
bilegenleri ¢ok az degigirler. Bu esnada zy diizeltmesini, max. yapacak
sekilde bir k secilir. Bundan sonra en yalkin verimli bilegene yani en bi-
yiik diizeltmeye secilir ve bdyle devam edilerek tiim r; kalanlarmy, bahis
konusu hane sayiwst gergevesinde sifira cok yaklagmalar1 temin edilir.

Her defasinda tek bir hane diizeltilir; yeni dﬁzgltmeler tek haneli
- sayilar olarak secilir ve bdylece tiim hesap kolayca kafadan yapilabi-
lir. Tiim %; bilinmeyenlerine bu iglem uygulandikdan yani kalanlar, 0

hanede bagka kiigiiltme miimkiin olmayacak kadar kiictildiikden sonra

- ((27) deki bélenler birimin altma diigtiikten sonra} bir sonraki haneye
gecilir, burada kalanlar 10 ile carptlir ve bdylece, bu hanede de diizelt-
meler 1 den kiicilk olana kadar yeniden hesap yapilir. Her seferinde en
verimli diizeltmenin secimi ile metod, en uygun sekilde kullanilir. Ayri-
ca burada tuhaf bir psikolojik cekicilik vardir : Hesap, mekanik mono-

i essnefs R o o AL S e, Lo
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tonlukdan kurtulur ve “oyun gibi” ve ayrica kolayca, Gauss’'un Gerling'e
vazdigr mektubdaki gibi, “yar: uykuda gibi” yapilir.

Bilinmeyenler yerine diizelimeler ile calgldigl icin, Gauss-Seidel

_iterasyonunda kullanilan ve yaklagik degerlerin siirekli yerine konulma-

sina dayanan otomatik kontrol burada faydall olmaz. Bir hesap hatas,
kendini belli etmez ve bundan sonraki tiim hesap gegersiz olur. Dolay1-
s1 ile burada stirekli kontrollarn igleme sokulmasi ¢ok Snemlidir : Gauss
bunlar: agagida 0 Nr. ile gdsterilen ve verilen .denklemlerin negatif

" toplaminda c¢ikan ek bir denklemi de hesaba katmak suretiyle elde eder.

Burda her x, bilinmeyenine ait katsayllarn toplami ve sag taraflarin
toplami sifira egitdir. Bu durumda her v basamagindaki bulunanlarin

‘toplarmi da sifira egit olur :

W4 =0, (28)

Kalanlar, genellikle en fazla iki haneli say1 oldugu icin bu. kontrol ko-
layca kafadan yapiabilir. :

Son sonug, tim diizpltmelerin X, baglangic yaklagimina ilavesi ile
elde edilir : '

x=xo+z1—1722+..:. , L (29)

b.ura-,da baglangie yaklagimi en basit olarak, sifir seiliv. Bu durumda bi-
rinei kalan vektorii r,, negatif ikinei taraflara egit olur:

Xo= 0. igin ro= — 2 | (30)
Ornek :
12, — 2% 4+ 3x%—18=0
—#y - 8 xp— 2_x3+32=0
— % + 3%+ 12%— 6=0
— 0% — 9%, —13%— 8=0p

Baglangie yaklagimi x, = 0 dan — 18,32, —6; —8, Kalanlan elde edilir.
En.biiyiik oran 32:8 = 4 diir; yeni en hiiyitk diizeltme olarak z, = — 4
segllil_'; biylece kalanlar —10, 0, —18;28 degerlerini alirlar; boylece top-
lamlan yine sifir olur. Bundan sonraki diizeltme olarak + 18:12 =2 =z,
secilir. Yeni kalanlar —4, —4,6; 2 olup birinci hane dﬁzéltilmig'i:ir. 10
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ile garpnlan son kalanlar yani —10, —40, 60; 20 den bir sonraki hane-
nin incelenmesine ait baglangie degerleri bulunur. ‘Hesabmn devar, Tab-

1o 23.2 de gorulmektechr
Yukarida verilen toplam kontroluna bagh olarak Gauss, bir ¢ok

hallerde 6zellikle dengeleme hesabmin belirli matrislerinde ve diferans
matrislerinde faydali olan ve yakinsaklifi 1vme1end1ren bir suni miida-

hele kullanmgdir. Gauss

x,:x‘,-—:?u (i=12,...,0) (31)

substitiisyonu ile ek bir (n + 1), ci ; bilinmeyenini hesaba Katarak ag
katsayllan a;, nin negatif satir toplamlarina egit olur. x, i¢in ek bir sii-

tunlu bir denklem sistemi elde etmigdir., (n - 1).ci denklem olarak n
adet denklemin negatif toplam ile birlikde, (n + 1) - sirah, tekil nega-

tif satir - ve siitun toplamh sumrlar dahilinde A dan ¢ikan, A matrisine
sahip bir sistem elde edilir. Yeni uyumla sistemin »; ¢dziimleri bdylece
tek anlaml olmaz; bunlar, denklem (31) deki diferanslardr.
“Seidel” iterasyonuna $zdeg olan metodun yakmsakhgi icin

(A1) + Adx =0 (32)
probleminin dzdegerleri yeni iterasyon matrisi L = — A;~' A, nin ozde-
gerleri- bahis konusudur; burada A,, kbgegen elemanlar dahil olmak
fizere A min tekil olmayan, alt iiggen matrisi, A, ise tekil kalandir. A nmn

A= Al + A2 gzeklme yani iterasyon matrisinin' L = — A, 1A2 gekline

soku].ma51 halinde (32) denklemindeki ozdegerlen he = 1 = ( diginda ve
x=e=(11,..,1) ozvektorlu yeni bir ).[, =1 degerinin. eklenmesi

halinde ), ye déniigtirler. (31) denklemi bdylece dominant Szdegerin kii- -

clilmesi halinde, yaknsakhg: ivmelendirmege gotiiriir :
|T\‘1] < P\q] .

Ek ozdeger A = 1 yakmsakhga etki etmez; zira ilgili davektor
X, = e, Z, hata vektoriiniin seriye acimminda yalmsz, serbest ek bilinme-
yen x, nedeni ile sabit bir hareketi gbz 6niine alir ki bunun », degerlerine

(33)

highir tesiri yokdur. Hangi matris icin (33) kosulunun gergeklendlgme

ait ayrintih bir kogul gimdilik bilinmemektedir. !

}] Baklﬁlz;' @&, B. Forsythe, T. 8. Motzkin : An Extension of Gauss’ Transformation

for Improving the Condition of systems of Lineer Equations. Math. Tables a.
" outher Aids to Comp. VI, Nr. 37 (1952), = 9-17.

.
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—3,5722 5434

Tablo 23.2 Gauss-Southwell Relaksasyon
Metodu ile lineer denklem sisteminin ¢bziimii.
1) 12 —2 k ' .
2) —4 3 —2 .
S R— 3. 12 kalan -
0) —10 —9 —13, 5 S+ 5y EN
o 0 0 —18 32 —6|—38
—4 —10 ~ 0 —18 28
2 — 4 — 4 6 2
0,0 —4,0 2,0 —40 —40 60 20
—5 —55 —30 4] 85
5 4 5 —35 — 5 35
—3 —3 7|—1
0,50 —3,60 1,50 —30 —30 70 { —10
—6 —48 —18 — 2 68
4 ' 0 —22 — 6| 28
3" ' — 6 -2 3 1
0,540 —3,570 1,440 —60 20 30| 1o
5 0 15 25| —40
) —2 —6 19 1| —14
-—2 — 2 3 — 35 4
0,5450 —3,5720 ,4380. —20 30 —50 40
4 — 8 22 — 2 [ —12
—3 —_2 —2 14 15
1 1 — 4 1 2
0,54500  —3,57230 1,4385 0 10 —40 10| 20
s : 0 Q0 25 —2§
—2 — 6 4 "1 1
0,545000  ~—3,5722 50 1,4384 80 —60 40 10 10
5 0 35 5 | —40
_ —4 8 3 —7|— 4
—1 -—4 4 — 6 6
0,5450 040 —3,5722 540 1,4384800 |-—40 40 —-60 ] 60
: 5 —25 30 ol—s
—4 —_17 — 2 —12 31
i — 5 — 3 —13 21
1 —_—2 — 5 —1 8
0,5450 0410 —3,5722 5440  1,4384 8060 | —20 —50 —10 80
6 —32 — 2 8 26
3 4 — 5 51— 4
0,5450 0413 1,4384 3060 4 — 5 51—4
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‘ Agiklama igin “Dedekind’in yamsindaki drnegi kullanahm : Tablo 23.3 Gauss’a Gore Yakmsakhigl Ivmesi Relaksasyon
| Ornegi
3a— X A = 1531 7o A % 7 %4
A —ay + dxpg— Fg— ¥ = — 3681 "
¥ —#— %k 3xy— xy = 2868 - 9 0
il — w— Mt 2x= 0. = 3 —t — 0. kalan
; -1 -1 4 —1 1
§ y o s o . s 3 ¢ -1 —f 3o
. (31) denklemi yardim: ile sistem agagidaki gekle doniigir : : 0 0 —1 - 2 M8 —1531 3681 —2863 0
148 - - !
4 o 2Hm M =— 718 ' 1 —-920- 1638 —614 1 —1948 920
i - —HF IR A % = 153 1 —B820 : —2 200 821 —1948 020
. —f T M + 4?_2 — H— A= — 36,:814 ’ _ ] ‘ ‘ 650 Pee2 —441 AT 2 270
1l — H— K +3m— i = 2568 , 3 150 : —152. 9 21 —148 270
+ At —_— —_— =
Ll — xy— vyt 2xy= 0 : ; —140 —152 9 161 - —8 —i0
él ' ! ’ - . 1 80 ' 8 —i1 81 -8 —io0
:1"; E a . . 24 . ) — =
1,1 | ' Ana kogegen elemanlarmin agir basmasi purada gok zayifdir. 23.3 deki i . 12 1 37 —i2 —10
Ll (17) denklemi de, yetérli bir yakinsaklik saglamaz. Baslangic sisteminin 6 - ! ; R
P, . dogrudan dogruya incelenmesi gergekden gok sikicidir. Buna kargilik F S : ] o :Z g _z
i | genigletilmig denklem sistemi sagilacak kadar iyi yakmsakhk gosterir; } - — 4 X o ) o _1
AN 5 . 2 5 . —_ -
g} ‘ sayisal hesabm yapildig1 Tablo 93.3 e bakmz. Sonuclar séyledir : i Tt 171 —o3t 655 —140
Ml ¢ 2
R [ .
q Hop — — 740 - ‘
W= 1711 wm= 911
M= —034 mp=— 194 ¢ilk determinanth, ill - conditioned katsayilar matrisi halinde bu durum
Y%= 655 wg= 1395 bahis konusudur. (§16.5e bakmiz); burada normal yuvarlatma hata-
Cm=—140 %= 600. f larma, birbirine ¢ok yakin sayilarmm farki alimmak suretiyle, énlenemi-

yen bir hane kayb1 eklenir ki bu durum problemin sayisal cdziimiinii
sitpheye diiglirebilir. Tamamen bir ill-condition olunmas: halinde hatall
x, coziimleri, ek bir diizeltme hesab ile diizeltilebilir. Bu sifirlar yerine,
mutlaka yapilmas1 gereken ~

Eski ve degistirilnﬁg it'erasyon matrisinin dominant dzdegerleri

Ay =0,7336, A= — 0,09837

dir. Boylece bahis konusu halde, Gauss - doniiglimiiniin dikkate deger rr=a—Axp e
etkisi agiklanmig olur. ] ‘
: 1 geklindeki kontroldan, elde edilen r kalan vektoriine dayamwr. Diizeltil-
m‘ Y] »a s - L]
23 5. ldve lteratif Inceleme - 1l - Conditioned Sistemler. 1§ X gozumd e
X:=Xo+2 (35)

Genig kapsamh denklem sistemlerinin bir yok etme metodu, drnegin S
Gauss algoritmas uyarmeca cbziimiinde, dnlenemeyen yuvarlatma hata- ;

‘ 4 | yazlarak, (34) denklemi ve Ax = a hipotezi iizeltn -
larmm yazlmasi nedeni ile, sonuglar az veya ¢ok hatalidir. Ozellikle kii- § potesinden 2 duzelF me garpant ola

rak
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Az=r, o ~(36) RN EEE
| 2isalicn o
. Oy [sx]
denklem sistemi bulumir ki bu, (1) sisteminden yalniz a yerine r sag i-"g‘f"g‘ 3?%
" taraflam ile bellidir. A matrisine gore yok etme iglemi x, yaklagimimin ‘ .
hesabinda uygulandif1 igcin (iiggenlere ayirma), znin hesabi yalniz ig- <l
lemin yeni sag taarflarm r siitununa genigletilmesini ve buradan sonra 8 ‘§§ §§ a
z bilinmeyeninin hesablanmasin: tngoriir; bu, otomatik hesaba bile ko- 2, E‘ﬁ‘ﬁ E&‘g _
layca ana programa eklenebilir bir iglemdir. Boylece elde edilen, diizel- % :g §§ §§§
tilmig x coziimiiniin kalitesi hakkinda yeni yerine koyma kontrolu ile § =} o'? S ? =
fikir edilir. Simdi var olan kalanlar, eskilerine oranla hissedilecek kadar += :
indirgenmis olmalidir. Gerektiginde:iglem, z diizeltmeleri istenen hane ﬁ -
sayist cercevesinde artik diizelme sagla,mayan_a k_adar tekrarianir. .g §§§ g%g 3
Kiigitk r kalanlarinin ortaya cikigi- ilk bagda sagirtici olmakla be- ‘g “RE€z188%|!
raber - x, ¢Oziimiiniin yeterli dofrulugunu gostermez. (36) nmn sekilsel 8 SEF1233
coziimii ‘ : /5]
- | g e
z=A"lr @) 2E g% |853|E & 2
. . 2% S:%|5aslseizs
. 51 I5s|888|58-888
" den, invers matrisde biiyiik elemanlar halinde, kii¢lik bir r kalan vek- ’ T 2¥| 433 |sFse3
toriiniinde biiyiik z diizeltmelerine yol acacag1 goriiliir. Bu hal ancak _g -
ill-conditioned matris icin bahis konusudur. Ozellikle, diizeltme hesabi- ; -*,.-é
nin bagarih olmas: igin r kalanlarimn yeterli dogrulukla bulunmasi ge- 8
rekir. Ancak kalanlar, adet esit sayilarin farklh olarak ortaya giktign- ] Q Voo |m = 8
M ey -.- . — w | O~ 2] = =
dan ve Ongoriilen hane sayisina varilmadigindan bunlara arttirilmig = a8 lze |n & g
(6rnegin iki kat1) hane sayis ile hesaplanmalidir; bu iglem el.makina- f‘f' ﬁ Z2E88 |[2RED§
smda kendiliginden olugur. - Simetrik ve pozitif definit matris icin, ill- « SRHEE (2282
“conditioned halinde bile, daima Gauss yok etme igleminin Cholesky tipi ; % 7T
uygulanir (§ 6.3 ¢ bakimz); burada kiigilk b; halinde, kogegen ele- “ ﬁ ‘
manlarimn hane kayb1 azaltihr. Ancak burada da skaler ¢arpimlar, iki = a8
kat hane sayis1 ile bulunmali ve kdkiin almmasmdan veya kégegen ele- : ° § 3 g §
mana béliinmeleri sonra yuvarlatilmahdir. Bu iglem masa makinasinda AR Iy P A ¢
kendiliginden olur; hesap makinasi ile hesabda &6zel bir program gerek- BRI = §§ (Sj;\ §§
. tirir - Choleshy-metoduna bagh' olarak diizeltme metodunun etkinligi . S °%°a°
Al hakkinda agagidaki cok kiigiik kondisyon sayis1i Ky =D/V =1,4.10-%e
BT sahip sayisal 6rnek bir fikir verebilir; bu drnekde iki katli diizeltmeden, ‘ o e
8 haneli hesap halinde, exact ¢zitmler 10 haneli olarak elde edilir. Tab- = o 8 ;.5';5 5
iy lo 23.4 - | i 2 %
il -
Il
Al
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23.6. G. Schultz’a gore Invers Matrisinin Iteratif Hesabs.

Bir A matrisinin X = A-! invers matrisi igin yeterli X, yaklagimmin
bilinmesi halinde G. Schulz! invers maftrisinin hesabi igin etkili bir ite-
rasyon metodu geligtirmigdir. Bu metodda sifir matrisi I — AX = O ye-
rine, X, yaklagimi ile bulunan kalan matris '

Ro=1I—- AXp, (38)

kullamlir. X icin, X =X, + Z X, = X — Z diizeltmesi yazilr ise denk-
lem (38) den AZ = R, sistemi ve buradan da’ diizeltme matrisi olarak
Z = A-'R, = XR, bulunur. G. Schultz burada, bilinmeyen invers matris

X yerine X, yaklagmim koyarak yaklagik bir diizeltme matrisi
[

Zi = Xo Ro (39)

ve buradan diizeltilmis bir yaklagim
X=X+ Z. . ) (40)

elde eder. Metodun uygulanmasma devam edilir yani

Ro=T—AXo; Z =XoRo; Xi=Xo+Zi;
Ri=1I—AX;; Z;=XiR;; Xo=X; + %;. (41)
veya daha kisa yazilir ise,
X=X+ X A—AX) | @

n=40,12,...
iterasyon kurall ile ¢algr.

Metodda tahmini kuadratik yakmsaklk ozelligi vardw, AX =X-—

R, nedeni ile,
X; = Xo+ Z; = X (I + Ro)

AX; = AXo(I+ Ro)= (I — B (I + R)=I—R}

den

1) Schulz, G.: Iterative Berechnung der reziproken Matrix. Z. angew. Math. Mech.
Bd. 13 (1933), s. 57-59, '
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R: =R} (43a)
veya, genel olarak
R, = I (43b)

bagmtisi bulunur. Yeni kalan matris igin her adimda karesi alinmakta-
dir. Simdi R, “yeteri kadar kiigiik” ise, metoddan yakinsaklik beklenir.
Gercekten, Ryin maximum Ozdegeri 1 den kiiciik ise, hata matrisi :

Y, =X-X,=X(I—-AX)=XR,=XR? (44)

n > o icgin, sifira yakinsar. Genellikle bilinmeyen bu deger iée R, 1n bir

normu ile tahmin edilebilir ve bdylece iterasyon metodunun yeterli ya-
kmsaklik kogulu olarak

IRol < 1  45)

bulunur. Normlar yardim ile W. Diick ! de basit bir “hata tahmin me-
todu” verilmigdir. I — AX, = R, halinde

X=X +X0—-AX) =X, X.R,
den hata igin
X“‘Xn+1 = (X_Xn)"“xn + XnAXn
=X — Xop) + Xnp1 — X)) — (X — Xn 1) AX,

- (Xn+1 - Xn) A-Xn
=(X— Xn-ﬂ) R, + (Xoq1 — Xn) R

elde edilir. Normlara gegig ile

X — Xaeal]| = [[X — Xnsa| [[Ral| + [Xnt1 — Xel{ [[Rall,
X — Xpaall (1= [Ral) = [1Xns1— Xal| [[Ral| = ||Znsa]] [ Rl

bulunur, Bu durumda, |[R]| <1 ﬁipotezinden tahmin yapilr :

D Diick, W.: ZAMM Bd, 40 (1960) s. 192 -194.
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IR

[1Zi 411 (46)

IX — Xnll =

Matris normu olarak gatir normu tavsiye edilir; § 16.83 e bakmiz; ancak

diger matris normlari da kullanilabilir.

Yani her iterasyon adiminda |R]| ve |[Zs54] normlar: ve dolg.ylm
jle (46) m sagindaki smir bulunur ve ite.rasyona, bu smur verilen 1rks
degerinin altma diigene kadar devam edihr.- Bu fiurumda baglarlxlglg ya\u:
lagim i¢in ||| <1 kogulu saglanmlyoyr ise bir ka:g adim daha ?yfak
lanabilir. Yine |[R,|] < 1 saglanmiyor lse metoda, ige yaramaz _oe;
son verilir. Bundan baglangic yaklagimi X, 1nlfazla kaba 01ngu_ anlagl-

fir. ‘

T L ulat ]

apdamasn ok LT

——

UYGULAMALAR

24. Hlektroteknikte Matrisler.

Matris hesabmnmn elektroteknik problemlerine bzellikle gebeke he-
saplarin uygulanmasy'¢ok yenidir. Bu konudaki 6nemli caligmalar Ame-
rikall Gabriel Kron! tarafindan yapilmig olup bunu, hesap ytntemleri-
nin yapist ve uygulanmasi ile ilgili birgok ¢ahgmalar izlemigtir.? Son za-
manlarda bu gelisme biiyiiyen problem kapsam nedeni ile, digital hesap
makinalarimin kullanilmasina ‘yol acmigtir. Bugiin alsilmis 6leiilerdeki
.gebeke hesaplarmin matris hesaln ve digital otomatlar yardim olmak-
gizin yapilabilecegini stylemek zordur. Bu kitaplarda yalmiz temel dii-
slincelere gidig yapilacak ve ayrmtilar i¢in ders kitaplar tavsiye edile-
cektir, * 4 A

Sebeke hesaplarina esas olan ve matris denklemleri ile formiile edi-
lebilen lineer bagintilar, kismen fiziksel tipte ifadelerdir: Gerilim ile
akim arasmdaki “Ohm Kanunu” adi verilen lineer bagmti gibi. Diger ta-
raftan bunlar matematik, daha dogrusu topolojik karakter tagirlar. Se-
beke kollarinmn diigiimler ile birbirine baglanma sekli iki Kirchhoff ka-
nunu kapsamina girer. Matrisler ile ifade halinde fiziksel ve topolojik
gekiller arasmdaki fark iyice ortaya cikar. ‘ '

Sebekenin incelenmesine topolojik gozlemleri esas alarak baghyalim.
Bunlar aym veya benzer gekilde birgok problemlerde, Ornegin trafik ve
telekominikasyon problemlerde ortaya cikar. '

Agagidaki birinei kisun bu anlamda ele almmalidir.

U General Electric Review Bd, 38 (1935). - Tensor analysls of networks. New-
York 1939.

2} Es seien hier nur einige wenige fiir die Entwicklung grundlegende Arbeiten
genannt : QUADE, W.: Matrizenrechnung und elektrische Netze. Arch. Elek-
trot. Bd. 34 (1940), s. 545-567. - ZIMMERMANN, F.: Oster. Ing. Arch BEd.
3 (1849) s, 140 - 180; Bd. 4 (1950), s\ 243 - 251. E.T.Z.A. Bd. 74 (1953), s. 45 - 50. -
EDELMANN, H.: Arch, Elekirot. Bd. 44 (1959), s. 419-440, Bd. 45 (1980),
8. 347 - 356, 479 - 500. Dort weiteres Schrifttum.

3 PROMBERGER, M.: Anwendung von Matrizen und Tensoren in der theoretisc-
hen Elektrotechnik, Berlin 1960. 211 s., '

4 EDELMANN, H.: Berechnung elektrischer Verbundnetze.
Grundlg.gen und tecnische Anwendungen. Berlin 1963, 282 s.
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24.1. Yonlenmemis Sebeke Topolojisi.
Bir elektrik gebekesi, topolojik anlamda diigiimlerden ve - diigiim-

leri birlestiren - kollardan olugur. Boyle bir modele, Graf adr verilir.

Ve bu genigletilmig bir matematik teorinin konusunu olugturur.!
Her kol iki diigiim ile simrlamr, her diigiime bircok, en az bir kol agr
hr. Kollar bir yénlii olabilir (Akmm yonii trafik, veya telekominikasyon

yénil) bu durumda yonlenmis bir graf soz konusudur. 11k bagta, ilerde .

hesaba katilacak olan, yonler ihmal edilir; yani, topolojik esaslar: en
basit gekilde belirtmek amaci ile graf yonlenmemig kabul edilir. Bu du-
rum aym zamanda cebirsel incelemelerinde genigletilmesi olanaklarim

saglar.

Graf’a bir matris karsilik gelir ve bdylece topolojik problemler ce-

birsel yoldan incelencbilir. Graf, (gebeke)k' adet diigimden ve n adet .

koldan olugur. Bu iki sayt k — 1 < n simri diginda, birbirinden bagm-
sizdir. Diigiimler i — 1, ...,k ya kadar, kollar ise j=1,...,n’e kadar
keyfi gekilde numaralanmig olsun. Bu gekle k satirll ve n siituniu bir mat-
ris kargiik gelir; ve satirlar diigiimleri, siitunlar ise kollar: gdsterir.
Matris elemanlar: 0 ve 1 sayilardir. i diigiimii ve j kolu birbirine ait ise-
ler, i, j noktasindan 1 sayis1 aksi halde 0 says1 bulunur. i — inei satirin
1 elemanlar, hangi kollarin i diigiimiine agldifim gésterir. j — inci siitu-
nun 1 elemanlar: ise, j kolunun iki ug noktasim belirtir.

Boylece her satirda en agaf: bir adet 1 eleman, her siitunda. ise iki
adet 1 elemani bulunur. Yani satirlarin herhangi bir tanesi fazladwr. Bu,
geri kalan k — 1 adet satir ile tamamen bellidir; bu, 1 elemanmi diger
satirlarda yalmz bir tane 1 elemanmmn bulundugu siitunda ihtiva. eder.

Diigiim matrisi Kym k adet satir lineer bagimli, buna kargiik, her
k — 1 satir bagimsizdir, KyJda geligigiizel bir satirmn ¢izilmesi ile olu-
gan ve K ile gdsterilen matris, agagida aciklanacak anlamda satir diiz-
glindiir. Cizilen satira ait diiflime, referans diifiimil denir. )

Algilmig cebirsel anlamda bagimhlik kavramin anliyabilmek igin,
6zel bir cebir tipt gereklidir. Bu cebirde yalmz 0 ve 1 sayilar bulunmali
ve negatif sayilar olmamahdir.

~ 1 Grundlagen ist D. KONIG: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen.
New York : Chelsea Publ. 1950. Fiir Anwendungen auf elektrische Netze vgl. S.
SESHT u. M. B. REED : Linear graphs and electrical networks. Reading. Mass,

USA 1961,
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Bu tip bir cebir, tam sayilarn ikiye boliinmesinde kalanlar cinsin-
den ortaya ¢ikar. Her ¢ift saymin ikiye boliinmesinde kalan sifir; her
tek saymnin boliinmesinde kalan birdir. Bu durum sifir ve negatif say:-
lar icinde gecerlidir. Boyle bir say: sistemine kalan smif cismi veya mo-
diilii 2 olan kalan smf adi verilir. Ornegin - l

6=mod 2, 5=1mod 2, —1=1mod 2

yazilabilir. Bu kapali say1 sistemindeki hesap ku-
rali toplama ve garpmadir : :

Toplama ‘ Carpma
0+0=0 0.0=0
0+1=1 0.1=0
1+1=0 1.1=1

Her iki halde de komutatif kurali gecerlidir. |
Bu tiir cebirde X; matrisinin herhangi bri satinm, Sekil 24.1.
geri kalan k — 1 satirm toplaming egittir; ve K, Yénlenmemig bir
tiim satirlarmin toplami sifir satirini verir. Buna gebeke Ornefi
kargiik indirgenmis X matrisi satir diizgiindiir; ve en agagl bir adet
k — 1 inci mertebeden D =1 mod2 determinantma sahiptir.

Biitiin bunlar1 Sekil 24.1 Sebeke 6rneginde agikliyalim. Diigiim ve
kollarin - geligigiizel - numaralanmasindan referans diigtimii olarak 5
No'lu dfigiimiin segilmesinden sonra gebeke-graf ile diigiim matrisi K
arasinda gu bagmnti bulunur ; '

1 00 0 0 1 1
111 01 00
K=
0O 0011 01
O 0611 01 0
B, Satir ile genigletilmis matris ise

J 1 00 00 1 1
11 1 01 00

K,=|0 0 0 1 1 0 1

0 01 1 01 0

01 00 0 00




404

. Bir gebekenin diigtim matrisi, sebekenin gozlerine ait ikinei bir mat-
ris ile genigletilebilir; buna goz matrisi denir ve C le gbsterlir. Bunun n
adet siitunu K da oldugu gibi gebeke kollarina kars: gelir r adet satir
ise gozleri belirtir. Sebekede miimkiin biitiin gozler arasmdan - genel-

likle farklr gekilde - tamamen belirli r sayida bagimsiz goz secilir ve

punlara C nin r adet satir1 kargt gelir. Bu tip bagimsiz r adet goz goyle
ayrilabilir : Sebekeden, bir gbz olugmaksizin biitiin diigiimleri kapsayan
bir kol climlesi secilir; bu durumda her diigiimden bir digerine tek bir
yoldan ulagilabilir. Bu kollar k — 1 adét koldan olugan (tam) bir agag
olugturur, Geri kaldn ' o

r=n—hk+1 . 1)

kola agacin serbest veya bagmmsiz dallary ad: verilir. Agaca her defa-
sinda serbest dallardan bir tanesi ellénerek bir tek goz bulunur. Boy-

lece bir agag segilmek sureti ile r adet géz elde edilir ve binlar, ilerde

goriilebilecegi gibi, bagimsizdir. Gozler p =1 ile r arasinda numaralan-
mig olsun. . '

Géz matrisi C agagidaki gibi bulunur p muncu satir iizerinde j ko-’
luna ait p,J noktagmda, bu kolun gbziinde olup olmamasma bagh ge-’

Kkilde bir 1 veya 0 bulunur. Her gozde tek bir serbest kol bulunur. Kol
ve gdzlerin birbirine uygun numaralandiriimas: halinde goz matrisi

C = (0, D) 2)

geklini alir; burada Ir- inci mertebeden birim matrisidir. Bdylece Cnin
r adet satirnm lineer bagimsiz oldugu anlagilir ve C matrigi satir diiz-
giindiir. Gozler ise bagimsizdir. '

Sekil 24.1 deki srnek icin agac olarak Sekil 24.2 deki 1, 2, 3, 4 no'lu
kollart alahm. Serbest 5, 6, 7 nolu kollara ait gozleri 1, 2, 3 ile gostere-
lim, Sekil 24.3. Bu durumda gbz matrisi

0 0 1 1|1 0 O\
c=!1 0 1-0/0 1 0)=(C,D
1 01 1|0 0 1

seklini alir. 2 no.lu kol igin, beklendiéi, bir goz sbz konusu degildir.
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segjlmig her gtiz matrisi ile diigiim matrisi . arasinda dikkate deger bir
bagmt1 vardir. Asagida gosterecegimiz gibi

[Ko'=0] moaz 3

gecerlidir. C nin r adet satir1 K’'nm r — 1 adet sa-
tirina, modilii 2 olan cebir anlammda, ortogonal-
dir. ;-dﬁgﬁmﬁne karg1 gelen K nm k! inei satiri,
1 ile diigiime agcilan tiim kollari kapsar. Eger dii-
g_iim p, goziinde ise, gozde ve diiftimde en agag:
iki, ancak daima ¢ift sayida kol bulunur. Her ki
¢ skaler carpminda cift saywda 1.1 =1 terim-
leri ortaya cikar; ve boylece 1+1=10 mod. 2
nedeni ile 0 elde edilir. Bir taraftan Knm k — 1
adet bagimsiz satirnn, diger taraftan C nin r

Sekil 24.2,
Bir afacin seglmi

T A

Sek. 24.3a-¢: §ekil 24.2. deki afaca ail gdzler.

a

?{det bagu':qsm satirmmin kapladigr iki alt uzaym ortogonailigi nedeni ile,
ve C nin toplam n adet satira beraberce, lineer bagmmsiz olur; yani

toplam matris
_ (K | ‘
A= (C) (4)

tekil olmayan maftristir, ve det A =1 mod 2 dir.

9 nei siitun bogtur. Diger kollarin her biri, en agagl bir kere ortaya
cikar; yani ii¢ gOziin en az bir tanesinde vardiw. Sebekenin bu gekilde

Ornegimiz igin (8) denkleminin gecgerlili§i kolayca kontrol edile-

bilir,
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1 0000 41

1110100 :
K=45 5011 01

001 101 0ta i

0011100 i
C=4 010010

1 04 4 0 01

C 'nin herhangi bir satir ¢ ile gosterilir ise, {(3) denklemi yardimm

ile r adet lineer bagimsiz gbz, B¢’ = 0 mod 2 denklem sisteminin T adet
lineer bagimslz ¢bzilm geklinde bulunabilir. (3) denklemi herhalde kont~
rol maksadi ile faydahdir.

24.2, Yb‘nlenm@ Jebeke.

Elektrik gebekelerinde her kola, akimi-ve gerilimi belirten - serbest

secilebilir - bir yon verilir. Bu durumda atigiim matrisieri 0,1 diginda
—1 elemanlarinda ortaya cikacak gekilde degigirler :

Diigiim matrisi X, ve K:

iJ noktasindaki eleman

41, eger J kolu i— diiglimiie yonelmig ise

— 1, eger J kolu i diigtimine ters yonelmis ise

0, eger J kolu i— diigiimiine agmiyor ise

Gz matrisi C:

p — nueu goz igin bir dénme yonil secildikten sonra p, noktasmdaki

eleman )

+1, eger kol yonil ile dénme yonil ayni ise
—1, eger kol yonil ile @6nme yonii aym ters ise

0, eger j kolu p gbziinde yok ise
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Sek.il "24-4 deki yonlerin esas olmadigl Sekil 24.1
deki 6rnek i¢in diigim matrisi

—1 0 0 0 0—1-1

K=| 1—1—1 0-~1 0 0
- 0 6 0—-1 1 0 1
0 01 1L 0 1 0

olur. K,'dan ¢izilen 5.inci satir ise gudur :

| skl 24 K=0 100 0 0 0
Yénlenmis sebeke Simdi mod 2 cebiri yerine yine adi saylar

ile hesap yapalim. K, n tiim satirlar i
. B alim. 1 toplamm
satirmi verir. K matrisi-aligiimig anlamda- satwr diizgindiir ’ s

SekﬂI;:rs c;ilill:lme yiilr{ﬂil,l gbzii olugturan serbest kolun ydnii ile gakigacak
ecilir; ve kollar, dnce tiim agac kollar1 sonrad

. ) _ a serbest koll
ODI:J.C%Ya glkaca_k.getkﬂde numaralanir ise, goz matrisi yine (2) geklini ali-r
: iigiim matr:ls1 1!3 gbz matrisi arasmdaki baginti yine (3) denklemi
ile, ancak adi cebir anlaminda verilmistir. Ornegimiz )

1 1 1 0 0
C=(—1 0—1 0 0 1 O
1 1
dir. oot
24.3. Sebele Hesabr,

J sebeke kollarindaki e, elekt |
. s romotor kuvvet (EMK) etkisi al
verilen z, kol empedanslar1 halinde sebekede bir akim olugur1 Sebtltiz

hesabmda, istenen i kol akiml
mda, ary, e, EMEK leri gibi bir n-inci
den siitun matrisi ile giisterilebilir]: gibl bir neinel mertehe:

11 81

s 29 e

L I e= 32 . &)
'1" gn !

N - » - aa -a 4w N ‘

Sltz);ma]iugziid: :;hrttlkllla:l biiyiikliikler ile, karstiriima tehlikesi olmak-
Z1n, m vektérit ve EMK vektoriind 6 i i

o . . en stz edelim. (i,

- egenleri, alternatif akim gebekeleri halindede vektdr, yani kor;]i;)lei;;
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saylardir) kol emdanslarm bir kosegen matrisi, yani n-inci mertebe-
den kol - empedans matrisi geklinde gdsterelim.

Z = Diag.(z))- (6a)
Ctinkil bu halde . '
‘ Zi=(z;1) (7a)

carpimi n adet koldaki gerilim diigmelerine ait vektorii verir. Ancak
daima’ var olan kol empedanslai'l yan{nda farkh gebeke kollar: arasin-
da indiiktif kuplajlar ortaya cikarsa kogegen matris (6a)' m yerini tam
kol - empedans matrisi

Z = (2;) o ®
olur; burada
Z”=Zj=Rj+in
ve
zﬂ:——zu=iwLﬂ.

Simdi . gerilim diigmeleri vektorit sbyle yazilr :
. n ‘
Zi=| ) zxl | (D
=1

u; kol gerilimlerine yani diigtim-potansiyel farklarina ait u vektoriinil

Uy .
v ®)
Uy .

hesaba katarak Ohm. kanununu madtris .§ek1inde yazalm :

un=c¢ — Zi | )

—

Empedans matrisi 7, tekil olmayan matris ise,! invers matris,

1 Bak H. EDELMANN: Arch. Blekirot. Bd. 44 (1959), s, 17{L. .

:z‘
&
j
;
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Y=@)=2" ‘ (10)
kol admittans matrisi geklinde olup, kuplaj olmamast halinde

Y.= Diag (1/z)) (10a)

geklini alir. Bbylece Ohm. kanun ; " N )
zilabilir. | u da i ye gore goziilmiis sekilde ya-

s

i=Y(e —u 3 - (11)

buradaki gerilim vekidrii u, baglangicta bilinmemektedir.

o Bur:la,lgrrla kadar gebeke kollarin, gebekeye baglanma sekillerini goz-
onun: a adz?.n yalinz mafrisler ile gdsterdik. Ohm. kanununu, (9)
zz nl({ 1:;1 dge ylljne bﬁ}ﬂ;lz kola aittir. Simdi gebeke topolojisi Kirc’llhbff
rubu geklinde, yani bir taraftan diigii i, dig
r € Ziim denklemleri, d
taraftan donme-veya goz denklemleri geklinde ele ahnacaktir e

K ve C diigiim matrisleri kullamlarak, gdyle yazilabilir :

Ki:o—
Cu=o

Diigiim denklemi '
4 12
Gz denklemi : E13;

Sekil 24.1. - 24.4 deki Srnegimiz igin gunlar gecerlidir :

Diigiim 1:—i;—is—1iy =0
Diigiim 2: ij—iz—iz—is =0
Diigtim 3:—is+is+iy - =0
Diigiim 4: i3+ is 4 i =0
Goz " li—ustustus =0
Gf::'z 2:— Uy — Uz + U =0
Goz 3r—w—ug+ s+ ur =0.

tumfuz}{alillrll hgrbi:’i nladet iy ve u, bilinmeyenleri arasinda bir bag .olus-

. arda k — 1 bag vardir; ¢iinkii k adet diigii ‘ i

den 1 ' : ; ¢ adet diigiim denklemlerin-
n bir tanesi geri kalan k — 1 adet .denkleme lineer bagimhdir. Kol
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nt1 vardir, Boylece akimlar i¢in n — k+1
k —1 denklem bagmswzdir.
le, eksik denklemler yerine
yeni akim biiylikliigil veya

gerilimlerinde ise, r adet bag
= r denklem, gerilimler igin ise n—r=
Problemimizin incelenmesine devam amacl i
bagimsiz yeni bilinmeyenler, yani ya r adet

k — 1 adet yeni gerilim bitylikliigi almak gerekir. Boylece coziilecek |

denklem sayisl r'ye veya k—1 ‘e indirgenmis olur. Bunlar cozildiik-
ten sonra yeni pilinmeyenlerden, baglangi¢ bilinmeyenleri, yani alman
n adet i; kol akimi kolayca bulunur. Takip edilecek yola gore, agagida
ayr1, veya verilen donme yontemi veya diigiim yontemi secilir.

A. Donme Yoéntemi

Bir agacin secilmesi ile belli sebekenin r adet bagimsiz ve, C doén-
me matrisi ile gdsterilen goézleri igin yeni r bilinmeyeni olarak, i’ dénme
akimlar almnir; ve bunlar '

dénme akim vektorii ile gosterilir. Bunlar r adet bafimsiz ve baglan-
gicta serbestce secilebilen biiytkliikler olup esas i, kol akimiarl bunla-
rm siiperpozisyonundan pulunur. Dénme akimlar yardm ile ve

[i=0k] @

dyeirmca, kol akimlari tamamen bellidir. Bu bagintinin gegerliligi, lig
bafimeiz dénmeye i°,i’, 1’ gibi ii¢ donme akiminin karsy geldigi, or-
negimizden hemen anlagilir. Sekil 24.4 den dogrudan dogruya anlagila-

cagl gibi denklem (15) uyarinca bunlardan kol akimlari goyle hesapla~

nir

'i1= —ig—ig
in = 0

is= i
iﬁ p=— ]2
iy = 1,

ig = 12 a4
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Serbest 5, 6, 7 nolu agac dallarindaki son r = 3 kol akim kararlaétlrﬂ-
dig1 dizere dénme akimlarma egittir. :

r adet yeni j; bilinmeyenlerine ait denklem sistemi (13) Kirschhoff
denklemlerinde Ohm, kanunu denklemi (9) yerine konularak ve ‘denk-
lemi (9) yerine konularak ve denklem (15) uyarinca i kol akimlar1 ye-
rine i, dénme akimlar: gegirilerek bulunur. )

Cu=Ce—Zi)=Ce—-CZC'ir=o0,

yani

0ZC'iy=Ce,
kisaca

| Zoto= e - (16)
burada r-inci mertebeden dénme eml')ed_ans matrisi

[zp=0zc' an
ve donme EMK

|eo=Ge| : (18)

i

dir. Tekil olmayan sebeke empedanst Z halinde satir ditzgiin C matrisi
nedeni ile dénme empedans: Z, da tekil-olmayandwr. Bu durumda (16)
denklem sistemi bilinmeyen i, donme akimlarma gére ¢dziilebilir. Bun-
dan sonra, i kol akimlart (15) denkleminden hesaplanarak sebeke hesab1

.problemi ¢oziilmtis olur. Dénme sayist r, kol sayisinin yarisi olan n den

kiigiik veya buna egit ise yani r — k — 1 ise, dénme yodnteminin kulla-
nilmas1 faydalidir.

(15) denklemi {12) diigiim denklemlerinde yerine konarak
KCih=o0
lzulunur. Bu bagmti gebekede miimkiin tiim akimlar igin gecerli olaca~
gmdan ancak yalmz verilen e gerilimlerinden doganlar igin $6z konusu

olmadiFindan ve dénme akimlar serbestge segilebildifinden diiglim mat-

risi ile donme matrisi arasinda, yukarida tamamen bagka bir yoldan bu-
lunan su bagmt: elde edilir.

‘KU=Q' (19)
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¢

Yuka.rki denklemler, enerji korunumu nedeni ile, asagidaki koordi-
nat doniisiimiinde giiglin invariant kaligma uygundur :

i=C1i, e =Ce.
N nominal giic ne' Ny kor gii¢ olmak fizere 8 = N + i N kompleks giie
katsayis1 geklinde tiim gebekede doniigen giig

T Yoy
S=i e—gljej

gkaler carpimina egittir; burada i* eglenik transpoze akim vektoriinit
gostermektedir :

Cu=Ce—0Zi=o0 (132)
seklindeki Kirchhoff goz denklemleri dikkate ahnarak
i*e =i,Ce=1,CZi=§CZC = i;ZOin= i;eo.
" elde edilébi]ir.
i=Ti, e ]

uyarinca genel olarak i akimlarmnm yeni i alkim degerlerine doniigtiiriil-

mesi s5z konusu ise, invariant glic gerilimler igin agagidaki kontragra-

diyent doniigimii gerektirir :

1

e =T"e. | ‘ 2N
Ciinkii ancak bu durumda
i*o = I*e | (22) |
olur. Empedans ise,
Z=T*ZT (23) |

gekline déniigiir.
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‘ B. Diigim Ydntemi
Burada yeni bilinmiyen olarak,
"1
(%1
v=| . 24)
Vi1

ile g_iisterilen v, diifiim potansiyelleri ahmr; ve (K da cizilmig olan) re-
ferans diiiimiiniin potansiyeli v, = 0 kabul edilir. Boylece u; kol geri-

. limleri potansiyel farklam olarak bellidir :

u=Kv]|. | | (25)

Boylece Sreefimiz igin gunlar elde edilir :

h = —v+ V2

Uy = — g

Uz = — V2 -+ 4
Uy = — Vs + V4
s = — vz + U3 ‘
Us = — 11 + vy
U = — V1 + vs

k — 1 adet yeni v bilinmiyenlerine ait denklem sistemi Kirchhoff
diigiim denklemlerinden c¢ikarihr; goyleki i yerine (11) denklemi gek-

' lindeki Ohm. kanunu ve u kol gerilimleri yerine denklem (25) uyarmnca
© v diigiim potansiyelleri konulur :- '

Ki=KY(e—u=KYe—KYKv=o0,

yani
EKYKv=KYe
kisaca, '
Y. v=KYe (26)

burada




Y, =KYK |. @0

diigiim-admittans matrisidir. Kol empedans1 Z ve Y = Z-! tekil olmayan
ise, satir diizglin K nedeni ile Y, , de tekil olmayandir; ve biylece (26)
sistemi v ye gore coziilebilir. v yardim: ile (25) den u kol gerilimi ve
boylece (11) denkleminden i kol akimlary hesaplanir. Bagimsiz diifim
sayist k — 1, bagimsiz dénme sayist r den kiiciik ise ve ayrica admittans
matrisi Y (10a) denklemindeki kdgegen matris olacak gekilde gebekede
kollar arasmda indiiktif kuplajlar yok ise diiglim metodunun kullanil-
mas1 tavsiye edilir, |

95. Statik Uygulamalar.
25.1. Genel Balkns.

Lineerlik kanunu, teknigin diger dallarma oran ile statikde daha
¢ok kullamlir. Dolayist ile bu kanun, matris hesabinin uygulanmasinda
szel olarak takdim edilmelidir. Ancak bu yondeki geligme cok daha
sonralar: baglamstir; 8zellikle hesap kapsamini, yeni ve gliglii hesap
yontemlerinin bulunmasim zorunlu kidig1 ugak statifinde bu durum
s6z konusudur. Elektronik hesap makinalarimn kullanilmasy ile matris
hesabi, bu alanda ideal ve pratik Gnem kazanmigtir. Bu konu ile ilgili
olarak Langefors!, Argyris? ve digerlerinin cahigmalarim sayabiliriz.

Agagda yalmz temel diigiinceler ortaya konacaktir; * bunlar, esas-
‘da ilgili klasik statik yéntemlere dayanir.

Burada yiiksek dereceden’ hiperstatik sistemlerin hesabi gbz ko-
nusudur. Denklem sistemlerinin bilyiiyen kapsami elektronik hesap ma-
kinalan ile birlikte matris hesabimn kullanilmasim mantiksal kilsa bile
matris hesabmin bu probleme uygulanmasi statik belirgiz sistemlerin

) Langefors, B.: Analysis of elastic structures by matrix transformation ete. J.
aeron. Sci. Bd. 19 (1952), s. 451 - 58. _ ‘
2 Argyris, J.H.: Energy theorems and structural analysis. Part I, General Theory.
Airer. Eng. Bd. 26 (1854}, s. 347 - 56, 383 - 87, 394; Bd. 2T (1955}, & 42 - 58,

80 -94, 125-134, 145-158. Dir Matrizentheorie der Statik. Ing. Arch. Bd. 25 “

(1967), s, 174 - 194, - ARGYRIS, J. H., u. S. KELSEY : Structural analysis by

matrix force method ete. Jahrh, Wiss. Ges. Luftfahrt 1956, s. 78-98. In diesen

Arbeiten auch weiteres Schrifttum. )
+  Miikemmel bir girig su kitapta verilmigtir. E.C. Pestel, F.A. Leckie : Matrix

Methods in Hlastomechanics, Me Graw - Hill, 1963.
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hesab} ile ilgili lineer denklem sisteminin ¢dziimit ile sonuglarmirsada
problem goriindiigli kadar basit degildir. Denklem sistemleri ve bunlarin
saysal ¢ozlimleri bir linecer hesap zincirinin yani matris igleminin son
admmim olugtururlar; bunlar ise, denklemleri, gematik gekilde kurmak
sureti ile otomatik hesaba hazirlarlar, Temel fikir - nemli impulslarin
ciktig1 elektrik gebekeleri ile genis anlamda analizi halinde - yapr sis-
teminden, bilinen elastik ozellikli basit elemanlara (c¢ubuklar, kirigler,
veya. daha kompleks elemanlar) gecmek, bunlarm kolayca goriilebilen
pelirli elastik davramgini belirtmek ve elemanlart - kinematik ve dina-
mik uyum kogullarm sagliyarak - tekrar yapi gisteminde birlegtirmek-
tir. Bu islem - elektrik gebekelerinin diifiim matrislerine uygun olarak -
pelirli yapt matrisleri ile yapihr; bunlar ise, yapi elemanlarimn elastik
szelliklerinden bagimsiz olarak statik yapiyr belirtirler. Esas statik dii-
giinceler ilgili yap1 matrisinin kurulmasm éngoriirler. Geri kalan iglem-
ler matris hesab1 ile otomatik yoldan yapiir.

Statikde lineerlik, iic temel matris bagmtimi ile belirlenen fi¢ tipte
ortaya cikar. Yapt meelanlarmdaki gerilmeler (gubuk kuvvetleri, egil-
me momentleri, kesme kuvvetleri) yapiya etkiyen yiiklere tam lineer ola- -
rak baghdirlar; ancak sistem rijit veya - ahgilmig kabul uyarinca - sig-
tem deformasyonlari boyutlara oran ile kiiciik olmahdir. Sistem nok-
talarmdaki (6rnegin, yiik tatbik noktalarmmdaki) yer degigtirmeler, - ge-
kil degigtirmeler kiigiik olmak {izere -~ yine yap: elemanlarimn deformas-
yonlarma lineer olarak baghdirlar. Yiikden ileri gelen yer degistirme-
ler ve difer sistem noktalarmm yer degistirmeleri de yliklere lineer
baghdir; ancak elemanlardaki gerilmeler ile sekil degigtirmeler ara-
sinda lineer bir bagmti olmaldir; diyer bir deyim ile Hooke kanunu ge-

‘gerli olmaldir. Ik iki lineerlik, elastisite konumundan bagimsizdir. So-

nuncu ise, elastisite konumunun lineerligi ile ilgilidir. Incelemelerin yal-
nz bu son kisminda yap: elemanlarmin kesitleri ve elistik ozellikleri he-
saba katilmistir. Yani bu kisimda bir taraf olan yapl elemanlarmim bo-
yutlandirilmas:, diger taraftan esas kabul edilen elastiklik ele almmisg-

_ tir. Klasik statikte esas alinan lineer elastisite kanunu halinde tiim

ygsap lineer dzellik gosterir. Boylece statik belirsiz sistemierin hesab
igin lineer denklem sistemleri ortaya cikar. Ancak elastisite kanunu li-
neer olmaktan ¢ikar ise, yani orant: ve akma smri agilir ise, lineer ig-
lemler - yani matris hesab1 uygulanmasi kismen miimkiin olur. Ozellik-
le statik belirsiz sistemlerin hesabinda kullamlan denklem sistemi lineer -
olmayan gekle girer ‘
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25.2. Elemanlarda Gerilme ve Sekil Degistirmeler. - -
Yap1 elemanlarinda, kisaca gerilme adi verilen zorlamalar ile, ge-

kil defistirmeler arasmndaki.bagmtidan hareket ile lineer elastisite ka-
nununu ele alalim; lineer - olmayan eléstiklik ilerde incelenecektir. Ya-

p1 sistemi s adet elemandan olugsun; bu elemanlardan her birinde be- .

lirli bir zorlanma olur ve bu tek bir gerilme s; (5rnedin kafes kiristeki
8, cubuk kuvveti, burulmaga galigan bir milde M, burulma moment) ile
veya ‘bir s; siitiin vektorit ile gosterilen s, zorlamalar: (Srnegin lineer
moment defigimi halinde kirig parcasmdaki baglangig - veya ug egilme
momenti M, M,, veya kuadratik moment degisimi halinde baglangie,

orta ve ucdaki iic deger) ile tamamen belirlidir. Zorlanma belirli bir se-

kil degigtirme dogurur. s, gerilme degerine v; sekil degigtirmesi (Orne-
gin cekme cubugunda Al uzamasi, burulma cubugunda ¢ burulma agl-
1), s, = (sy), zorlanma gurubuna ise egit sayida vy gekil degigmelerin-

den olugan v, = (vy) sekil degigtirme gurubu kargt gelir. Sekil degisg-

tirme gurubu, - az veya ¢ok kayfilikle - gerilme gurubu segimine bag-
h olarak

2A; =8 ivi= ESUVU )
i

bagmtis ile bellidir; burada A, i-ninei yapi elemaninda depolanan ge-
kil degigtirme enerjisidir. Miinferit gerilmelerden veya gerilme gurupla-
rindan olugan s adet s, gerilmeleri ve bunlara karg: gelen, miinferit ge-
kil degigtirmelerden veya sekil degigtirme guruplarindan olugan v; gekil
degigtirmeleri, birer '

81 Vi
‘ 8 V2 . '
s=[ T ) v={., | 2)
Ss Vs

siitin. vektoriinde toplamir; bunlarin s bilegenleri skaler veya vektor
(siitun) olabilir. .

Lineer elastiklik halinde i-inci elemandaki s, gerilmeleri ile v; gekil
degigtirmeleri arasinda

4—:{—1 o @ |
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bag'mtlsl. vardir; burada £ fleksibilite olup miinferit s,, v, halinde £ ska-
ierm, ;: , Vi .guruplar: halinde ise, kuadratik - simetrik bir matris gos-
erir. ani, elemanlarm s gerilme vektorii ve v gekil degisti orii
arasmdaki tam bagintr : ' ? s ‘Te'ktom

| | v="Fos | | ' (@)
‘ geklinde olup, burada
£ 0
N N
0= 1. %)
0 f;

kua:dratik-simetrik esas fileksibilite matrisi olup, elemanlar1 yine kuad-
ratik alt-matrisler olan bir kdgegen- matrisdir.

25.3. Fleksibilite.

- £ ifadeleri - £ skaleri halinde - dogrudan dogruya yazlabilir: ve-
yf:.'gekil degistirme enerjisi denklemi (1) ile (3) denkleminden glka.i,'tﬂa-
bilir. Agagida i eleman indisi, 1, =1 uzunluklarim, I, = F kesiﬂerini ve
I; =1 atalet momentlerini géstermekte kullanilacaktwr. Cekme - veysa
l?urulma gubugu igin hemen gunlari yazabiliriz . 4

Cekme: - 8 =8, fi = —'—EIF . ©
- — z - :
Burulma : 8 =My, f? = "é"}: 5 (7)

Alam1 F=a.b .kahnhg'l t olan ve sabit iikii isi
L a.b, k q yazihi yiikli etkisindeki
;inlkdorigfrzi seklinde bir ¢ubuk halinde, yiizey elemani dx.dy de depolan-
1§ gekil degistirme enerjisi dA , t = q/t kayma gerilmesi v =
I - 81 — '
ma, agisindan bulunur : yme 8 ¥ = /G hay

2
2dA=-r:ydxd*y.t=:1—dedy,

F. 27
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yani toplam olarak sabit t kalmhg: halinde

_ QGF _ 50
28 =g =9
ve buradan ’
. _ o _F _ab
Cubuk igin: S =4, f"'Gt—'Gt , ®)
gikar.

8,V gerllme ve gekil degistirme guruplar: haiiﬁde A, gekil degig-

tu'me enerjisi igin (1) ve {3) Jden

QA =8 Vi= s,-’ £3s; t)]

bulunur: Bu, fi; katsayilari, aranan 2 = (fy) matrisinin elemanlar: Sy
gerilme degerleri cinsinden kuadratik bir. forma sahiptir. Bu durumd,.
uzunlugu 1, uzama rijitligi EF olan, lineer degigken gubuk kuvveti
g = 8(x) etkisinde bulunan gubukta. acikliyalim.

eti degigimi, Sekil : 25.1. S, ve S, swir

Cuhuk kuvv
Mﬂ“‘!‘“ ml degerleri ile tamamen bellidir : L
3 o .
j —— l——’l S = (1——}%)81+ 9; 8= L) 81 + La(x) 8 (10

Sek. 25.1. Lineer de-
g1§ken gubuk kuvve-

t S—u(X) burada L1 (m) =1- vae Ly= il .

lineer fonks1yon1ar1 lineer Lagrange " polinomlarmi g0
kil degigtirme enerjisi ifadesi

fl 8o,
9

de S(x) yerine (10) denklem1 almarak

2A =f1 8+ 228 Sg—l-fzz 85
pulunur; burada :

steri_r. Rilinen sge- i
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integralleri i-ninci g¢ubukdaki f°, fleksibili
: ! ‘ 19, fleksibilite matrisinin
g . el
Sabit cubuk kesiti F' halinde, yukarida verilen L;(x) li en.lanla.rldlr.
o %) lineer polinomlarmn-

fo— 1 2 1
kuadratik matrisi elde edilir.

dekll:eginm‘ deg;gen egilme momenti M(x) = Ly(x) M; + Ly(x)M, etki
e ¢ubugu halinde - ka, 2 isin-
fleksibilite matrisi bulunur yma gekil deglgtlnnem ihmal Edllerek -

S -

Bu denklem, sabit egilme rijitligi :
! rijitligi BT ici .
E1 konarak da bulunur. jitligi BT igin (11) denkleminin paydasma

Parabolik degigen e ' ' |

Filme momenti M(x) halin
sinmn baginda, ortasinda, ucundaki M, , M, xM ze g el e
grdaki gekilde bulunur : + degerlert clnSlndeIl =

| M (%} = Ln (x) My + Ly (%) M2 + L3 (x) M4 T (14)
b . ) .
urada kuadratik Lagrange polinomlarn kullamlmigtir. Simdi £, elema
. ik T~

It ve paydasina EI
I yvazilmis (11) denklemind iineii
den f? matrisi, sabit egilme rijitligi EI ha,limi:Il gikan 5 nel mertebe-

£0 14 4 2—1) g
Y 216 2
30ET

' -1 2 4 (13)

-

“yazl yiiki i Lo
yiki nedeni ile bir kirig pargasinda kiibik ise, gerilme degeileri

i . i Hl =S

me kuvvetleri segilir. L . "
sayan 1 seilir. L;(x) Hermitsel interpolosyon polinomlarm kap-

M (x) = Ly (%) M1+ L; (0¢) M2 + La (%) @1+ La(x) Q, (16)

fa= J‘L (?f-) Lk(“) Lij) Let%) 4 | (11)

ifa.desi, ka,l'd ) P an
e yu . a oldugu glbl 4. iincii mertebe fleksibilite matrisini ve-
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156 B4 221 — 131
[ 54 © 156) 131—221 .
=m0 7| a2l idn ar—8ZF . an

_ 131 -221 —3 47,

Boylece en sik rastlanan yap: elemanlarma ait 'fleksibilitelei‘ bir araya

toplanmig olur.

| 95.4. Striiktir Matrisi.
e lineer olarak baghdir. Tim

Elemanlardaki s gerilmeleri yiikler
biitiin zorlamalarda iki katma

yiklerin iki katma cikariimasi halinde,
¢ikar. Sistem, kabul edildifi gibi, statik belirsiz ise, zorlanmalar (cubuk

kuvvetleri, egilme momentleri) yiiklerden tam statik yol ile buluna-
maz; elastik gekil degigtirmeler de dikkate alinmalidir, Fazla baglarm

- gtilmas: ile, sistem gtatik belirli ftemel gisteme doniigiir;

de, atilmug olan baglarin ye
bilinmeyenler- alinmigtir; ve bunlar, gergek sistemin on goraiigii sekil-
de yer degigtirme etk
lineer olarak yikler ve ek - halen

 agagdaki matris geklinde ifade edilir :

{leri ihmal edilerek hesapl

s = s+ C1X

—

burada x, n adet statik pilinmeyenden olusan stitun ‘maftrisidir :

X
X

X =

X,

s, siitunu yalniz,
li ana sistemin zorlanma.
ise, i = k i¢in X,
kil altinda ana sistem
y1 statik belirli ana sistemde tam statik yoldan
kirigte Cremona plénlar,

Boylece Oy matrisi sistemin s
gtrilktilr matrisi adim alir. 8 siitunu ayrica gistemin yii

deki s zorlanmasinl gosterir. Bu sy ve Ck

bu yeni sistem-
rini,: ; bilinmeyen dig yiikleri, yani statik

amirlar. s zorlanmalar:
bilinmeyen - X, kuvvetleri cinsinden §

' (18) 3

(19)4

her i icin X, = 0 halindeki ylikler altmda statik belir-
larm belirtir. G, matrisinin k. nmer siitunu e
— 0 ve dig kuvvetlerin ihmali kogulu ile, Xy =1 i
! siitunlad]
da bulunabilic (kafes
kirig ve cercevelerde moment diyagramlan)‘-
tritktiirii ile belli olup, bu nedenile di
kiine baghdil
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Problemin coziimil icin gereken statik diiglinceler s, ve ¢,/ siitunl

kurulmasinda belirtilmigtir. Fo fleksibilite matrisi hef ya, ‘k1 el & foin
tz.a.mamen belli- £° fleksibilitelerinin yanyana swala'nmasindlztﬁ elmam Ge.
ri kalan kismm, ilerde goritlecegi gibi, tam sematik yolda olugur. Ge-
sab1 yardimi ile tamamlanir. - " yoldan ve matris he

Lineer elastiklik halinde Castigli i |

. ‘ gliano teoremi yardim ile statik hi-
linmeyenleri veren d?nklemler yazilabilir; bu durumda statik zflllin?l
yenler, A gekil degigtirme enerjisini minimum kilarlar. 2 A = s8'v = s’ -
denkleminde (18) yerine konularak rlan, BA =8y =S¥

2A=(8%+x07)Fo(so + C1x)
=soFoso+ 2x C1Foso+ x €1 FoCr x
=2A0+ 2x 1o + X" Fyx . ‘
“bulunur. Buradan 3A/3x = 6 kosulundan

‘F11X+f1g=0 (20)

/

lineer denklem sistemi elde edili
_ lex temi r; burada x = (X;) statik bili j
nin hesal icin agagidaki kisaltmalar kullanilmigtir : Hinmeyenk

Fii=C1FCr, ' (21a)
f10=C"1Fp so. (21b)

S- 3 . - - 3 T LY )
s;;::;:;l; na>1<nn Ir;?tnm‘iF"n, bir fleksibilite matrisi olup, ¥jx ifadesi ana
yalniz X; etkisi altinda, X, yiiklerin tatbik noktalarindaki yer

- degigtirmeleri gdsterir (20) denklemindeki f,, serbest terimleri, X, le
) 1 =

rin ihmali halinde bu noktalardaki yerdegistirmeleri belirtir. (20) denk-

. lemi, bu iki yer degigtirmenin birbirini yok etmesini ongoriir

ta zoiiztik bilinmeyenlgri (20). denklem sistemleri ¢éziilerek bulunduk-
_a - Sonr ;3€ap1 elel:nanlta'.f'm'dakl s = (s;} zorlanmaglar: (18) denklemin-
v,) gekil degigtirmeleri v = Fys den bulunarak problem ¢o

- 2iilmiig olur, -

25.5. Sekil Degdistirmeler ve Yer Dedistirmeler.

Y& N . e .
Pl elemanlarmm v gekil degigtirmeleri yukarda verilen yontem

© ile bul
unduktan sonra, bunlara tam geometrik gekilde bagh olan geligi

giizel nok ir= g
_ talardaki » = (r;) yer degistirmeleri, birinci mertebe teorisi
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uyarmea sistem boyutlarina oran ile kiiciik olduklar: siirece lineer ge-
kilde hesaplanabilirler. .Bagmtimn geometrik yoldan (yer degistirme
plan1) cikariimasi genellikle giigtiir. Burada da tam statik metod ile
ve ig ifadeleri yardim ile ¢caligmak daha rahattir. (Virtiiel yer degigtir-

meler veya Virtiiel kuvvetler prensibi). Bu maksat ile, verilmig v sekil’

degigtirme sisteminde, hesaplanacak her yer degistirme bilegeni r; dog-
rultusunda bir Py, virtiiel kuvveti diiglinelim; bu tip bir kuvvet ilgili
yer defigtirmenin nedeni olamaz. Bu fiktif P, kuvvetleri, r; yer degigtir-
meleri ile birlikte diigiiniiliir ise, EE B 1;’1' igini yaparlar ve burada

Tt o P :
r=[ "], op=|F| 22 §
N ' Py

Bu fiktif kuvvetlere yapl elemanlarmdaki fiktif ; zorlanmalar1 karst ge;
lir; bunlar statik belirsiz sistemde belli bir. dereceye kadar keyfi olarak

ve fn kuvvetleri -ile denge sistemi olugturacak sekilde secilebilirler. Bu
amag ile statik belirli ana sistemde, p kuvvetlerinden tam statik olarak

bulunan ve aralarmmda
s=0Cop (@9
lineer bagintis1 olan zorlanmalar secilir. Bu ikinei striiktir matrisi Ciin

N adet siitunu arasindan k. nnc siitun ¢,® ile tam statik yoldan, i  k igip
P, = 0 halinde P, = 1 yiikil altinda statik belirli ana sistem zorlamalam

olarak, yani birinei striiktiir matrisi C,'in satirlarn gibi bulunur. s ile 1

1; arasmdaki denge kosulu bu durumda
sv=pr, @4
ig denklemi geklini alir; ve buradan, (23) yardim ile \

‘1‘)70'ov_= f)'r

bulunur. Bu denklem geligigiizel p yilkleri igin gegerli oldugundan he- :
saplanan v gekil degistirmeleri ve r yer degistirmeleri arasindaki ara- §

nan bagmti olarak
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r=¢Cov (25)

yer degigtirme denklemi c¢ikar. Bu bagmti da, statik esaslara dayanan
pir striitktiir matrisi ile gosterilecektir. :
Denklem (25), Argyris'in zellikle belirttigi gibi, elastiklik pren-
sibinin lineer veya lineer - olmayan halinden bagimsiz sekilde gegerli-
dir; Ciinkii denklemin g¢ikardmasinda elastiklik prensibi kullamimamig-
tir. Lineer elastiklik v = F,s halinde, (18) denklerni yardimi jle (25)
denkleminden : o :

Faux+fwp=r| - (26) .

¥

denklem sistemi elde edilir; burada su ksaltmalar kullan1lm1§t1r: .

Fou = CoFoC (28a)
foo = CoFoso (28b)

Sistemin yiikii gergekten yalniz Fiktif p kuvvetlerinden oluguyor ise ve
bagka da yiik yok ise (18) yerine .

s =Cp+Cix , ‘ : (18a)

denklemi yazilir, Lineer elastiklik halinde, yukarda oldugu gibi, (2,0)
ve (26) denklemleri S :

Fux + Fop=o0
Fux +Fup=r

{20a)
" (26a)

elde edilir. Aymea (21a) ve (28a) fleksibilite matrislerine ek -ola;rak
Fop = 0'_0 G = F"w_. ' - + (20a)
F 0 = G'uF Go . Co '

(20a) denkleminden ’ ' . @90

' ‘xz.f"’FﬁtFmp.

§t_=,.klinde. -gﬁz}ilmesi ve bunun- (26a) denkleminde yerine konulmas: ile,
yiikler.ile yitkden ileri gelen yer degistirmeler arasindaki.lineer bagm-
t1 olarak o R ' [ o




Fp ‘ - (30)

,yr#

elde edilir. Burada sistem fleksibilite matrisi gudur :

F = Foo— Fu F7' Fo ' - (31

(30) denklemi ozellikle dinamik zorlanan sistemlerde dnem kazamir; bu

P, = = m,r, kuvvetleri atalet kuvvetleri olup M = diag (ms) olmak iize-

re
p=-——-Mi‘

matrisi geklinde yazlir. Béylece (30) denklemi agafidaki titregim dife-
ransiyel denklemi sistemine doniigiir : o

FMr+r=o|. : 32

25.6. Lineer olmayan Blastildik. .

Statik bilinmeyenlerin hesabinda kullanilan § 25.4. Castigliano teo-
reminden cikartilan (20) denklem sistemi, - daha genel gekilde - X, lerin
tatbik noktalarmnda birbirlerini yok eden yer degigtirmeler esas alina-
rak ve virtiiel kuvvetler prensibi -yardimi ile, (25) denklemine benzer
gekilde de bulunabilir : ' o

rx=01v=0]l. (33)

Bu denklem, elastisite kurahmna ‘bagh degildir; ancak lineer elastiklik
v = F,8 halinde (33) ile, (18) denklemlerinden (20) lineer denklem gis-
temi gikar. Ayrica, x = (X,) bilinmeyenleri igin, genel lineer-olmayan
bir denklem sisteminin s6z konusu oldugu lineer-olmayan hal-de incele-
nebilir. Bu amag ile : '

v=TFo(l +®(s)s (34) -

geklindeki Denke Formiilii "kullanilir; buxjada @ (8) = (qi) matrisinin
@n(8y) elemanlar sy gerilme degerlerinin lineer - olmayan fonksiyonla-

rdir. Lineer elastiklik davramgma, burada lineer - olmayan bir kisimn: -3

GEE N
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siiper poze edilir. Bu neden ile a§a§1dg.ki tam kﬁgeg’en madtrislre hali
ile yetinilecektir : ' .

Fi = Diag (f9, - () = Diag (¢ (s:)) (35)
gunktf f.0 matrislerinde‘ gekil degigtirme ve gerilme bilegenleri arasnda-
ki bagmtilara esas olan lineer siiper pozisyonlar burada stz konusu de-

gildir. Bu kisitlama g6z Oniine almarak agagidaki gibi hareket edilir;
s = 8 + G, x olmak lizere (34) denklemi (33) de yerine konularak

C'1Fo(I+O(8)) (85 Cix) =0
ve buradan : _ _

(C1FC + C1F@(s)C)x = — C1Fo (I + @ (s))sp
veya kisaca ' ' .

(Fyu+¥6Dx=—Eo+ ¥(s) (36)
bulunur; burada Fy;, f;; kisaltmalar ve agagidaki lineer-oolmayari ek te-
rimler alkulmlmigtir : ‘ .

¥(s5) = C1Fo @ (s)Cy, (37a)

. ¥(s)=C1F®(s)so. , {(37b)
~ Bu denklem sistemi
“(Fu+ ¥ (s0)) Xy =— 0+ ¥ 5) (38a)

* kurall uyarmea iteratif yoldan incelenebilir. Ilk yaklagim x,, olarak, (18) |

lineer sistemin ¢6ziimii kullanilir; bunun yardum ile S,y ve (37) denk-

"~ lemindeki ilgili lineer olmayan terimler hesaplanmir; béylece yine lineer

olz-m (36) denklem sisteminin katsayiar matrisi ve ikinci tarafi degig-
mig olur. ®(s) lineer-olmayan kisim kiiciik ise, iglemin ¢ok cabuk ya- )

. kinganmias: beklenebilir.

25.7. Bir Ornek.

ki §ekil 252 f:le, maximum degeri‘ qo = 3t/m olan yanal ficgen yitk -~
isindeki ikinei dereceden statik belirsiz gerceve goriilmektedir.
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. .
% A;,J oA
4

Egilme rijitligi E1, tiim gerceve bo-
. : yunca sabit olsun. Normal dogrultudaki
- ® 9] T uzamalar ihmal edilecektir. (EF = o).
| Mesnet reaksiyonlari, kesit etkileri ve

o Q@ m soldaki C noktasinin r¢ yatay yerdeglgtlr- o !
i %I_L mest, istenmektedir. ] . > e “5‘3 ¢\
| R M, = X, ankastrelik momenti, ve B,= I /
. X, yatay bilegen statik bilinmeyen kabul PR - ‘ - l/_ * I
Sek. 252, Bir senelk edilecektir. Sek. 25.3 de g yilk, X, =1, & ‘
X, =1 ve Po =1 birim etkiler altindaki | 7
statik belirli ana sistem gosterilmigtir, Zorlama degerleri olarak (1) par- | % ' %
casinda My, M,,, egilme momentleri Qy;, Qn, kesme kuvvetleri, (2) ve - 2 =
(3} pargalarinda ise, My, My ve My, M;, egilme momentleri secilsin. Bu 1 ¢ N L=
biiyiikliikler Sekil 25.3 den s, ¢!, ¢! ve ¢ stitunlar olarak agagidaki | ¢ Z/ : “ *
gibi bulunur : § 7

Sek. 25.8. EEilme momentleri ve kesme kuvvetlen statikte ang, sistemi
tegkil ederler. ‘

€ Co ‘ ) " Tablo 2B5.1. Cerceve drnegi icin matris hesabinin tatbiki,
L : .
: 1 1 W -
¢ C, 51 3 e} L e} Deneme
My, 0 | —1 0] o 0 —t 0 o —1
M — . ’ . 8 -1 —4 4 7
M 8 414 6 0 -1 1 6
Un 6 0| —t 1 o 0 —1 1 o
Cha 0 0f —1| 1 8 —1 —4 | . 4 7
My, 8 —i | —4 ] 4 0 0. -3 0 -3
Moy 0 0| —31 0 . - 0 0 -3 o -3
‘ 105 E I F,
My 0 ol =3 o 5 o o 0 o 0 0
My, o.l o 0] 0 .
. . 156 54 88 —s52 960 | —210 —252 252 |- 750
54 156 52 —88 1560 | —210 —588 588 1350
88 52 64 —48 (800 | —140 —224 224 660
52 —88 —45 64 —992 | 140 336 | —336 || —8s2
- qss . : CoE 140 70 1120 [ —140 —770 60
Birimler metre ve ton’dur. Esas fleksibilite matrisi ¥, dan, basit’ sdyi- s 70 140 550 | —70 “;go 230 7;2
lar elde etmek igin 1, = 4 metre olmak iizere 420 EI/), = 105 EI carpa- M. - : 105 52,5 0 0 —315 0 || —3t5
nin1 gkaralm. Fleksibilite hesabr, Tablo 251 de yapilmig olup son sii- i 32,5 105 0 0 —157.5 0 I —157.5
1 g .
tunda toplam kontrolu verilmigtir. X; lerin hesab: igin (70 veya T) gibi : 1 -t 0o o0-1 o o o | —s640 560 1610 | —1400 || —2870
ortak carpan ile kisaltilarak) Tablodan denklem 51stem1n1n katsayilar! 4 : -1 —4 —3 —3 0 || —12208 | 1610 8365 | —5320 | —7553
almir. . : t 4 0o 0 0 10528 |—1400 —5320 4480 | 8288
.\
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X1 X2 1

22028 _ 5 1588 mt -

s 23 -2 KT g
930 1195 —1744 _ 1992 _ o a5t
52028 1093 430 X mm
3517920
105 EIre = — 1400 X; — 5320 X; + 10528 = 200
33504 _ .. s
Elre= 200 = 78484 md ¢

I = 1000 tm? egilme rijitligi i¢in re = 0,785 cm. bulunur.

Mesne: Reaksiyonu hesa- nlar

bi: Etki sayilan yine Se- 1 Can}); 1 X, Sonuglar
kil 25.3 den alinacaktir.

' : M. | O 1 0 | 5159mt
Ay 6 0 —1 5,533 ¢t
—A, 2 —1/4 --1/4) 0,694 . t
B, 0 0 1 0,467 ¢
B, 2 —1/4 —1/4! 0,594 ¢

26. Elastomekanik A Problemlerin incelenmesinde Tasima Matrisleri

23.1. Prensip.

Kismen sabit kesit boyutlarma "sahip keyfi siir - ve ara kogullan
altmdaki cok aciklikl kiris ve cergevelerde egilme titregiminin, burkul-

mann ve egilmenin ve ayrica elastomekanigin diger daha genel problem- -§

lerinin incelenmesi son zamanlarda gok yonlii olarak matrisler yardium

ile yapimigi—® ve, bunun icin matris hesabin &zellikle uygun oldugu ‘;
digital hesap makinalarm rasyonel gekilde kullanlluustlr. Tam literatiir 3
ile birlikte ayrmtili inceleme yeni ders kitaplarinda vardir. - Baglan- 4
gigda, belirtilen ii¢ problem igin, kismen sabit kesitler halinde kismen j

Bd. 24 (1956), S. 85-01; 8. 216 - 32; Bd. 26 (1958), S. 61 - 80,

7)) FUHRKE, H.: Ing. - Arch. Bd. 23 (1055), . 329 - 348; Bd, 24 (1956), 8. 27 -42.

3. MARGUERRE, K.: J. Math. Phys, Bd. 35 (1956), s. 28 - 43.

4 PESTEL, E.: Abh, Braunschw. Wiss. Ges. Bd. 8 (1954), g. 227 - 242. - PESTEL, §

E., u. G. SCHUMPICH : Schiffstechnik Bd. 4 (1957), s. 5§-61.
5 SCHNELL, W.: Z. angew. Math. Mech, Bd. 35 (1955), 8. 2609 - 284.

# TNGER, H.: Intern. cKiloguium Probi, Rechentechnik, Dresden 1955, s. 141 - 149, s
7 KLOTTER, K. : Technische Schwingungslehre. 2. Aufl, Bd. 2, 8. 411 - 462, Berlin/ :

Gottingen/Heidelberg : 1960,

I, FALK, S.: Abh. Braunschw. Wiss. Ges. Bd. T (1855), S. 74-92, Ing. - Arch. ;
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kapali gekilde goziilebilen 4. mertebeden birer lineer diferansiyel denklem
vardir. Bu esnada her bolgede = agiklikda dort integrasyon sabiti orta-
ya ¢ikar. Bu sabitlerin, agiklik smmrlarmmin gegis kogullarmma ve kirig si-
nir kogullarina uydurulmasi matris hesabi ile gok agik ve gematik olarak
saglamr. Bu maksad ile ¢oziim fonksiyonlar o gekilde secilir ki, sabit-
ler mekanik anlam tagiyan biiyiikliiklere - ¢6kme, egim, egilme momenti ve
kisme kuvveti - yani, bir “durum vektdrii” ile Szetlenen agikhk baglan-
gie:ndaki “durum biiyiikliikleri” ne esit olsunlar. Bu durumda aciklik bag-
langieindaki ve agiklik sonundaki durum vektdrleri arasmnda - diferan-
siyel denklemin lineer karakterine uygun olarak - bir matris ile gosteri-
lebilen bir bagmti vardir. Aciklik baglangieindaki dért durum biiyiikli-

- giine girig biiyiikliikleri, agikhk sonundakilere gikig biiyiikliikleri ad1 ve-

rilmek iizere, bunlar birlegtiren matrise de “tagima matrisi” denilebi-
lir. ® Bu matris burada bahis konusu kirig acikligina aitdir ve bu neden
ile agiklik matrisi adm alir, Ayrica agiklik smrlarinda siireksiz gegis-
ler (maddesel noktalar, yaylar vs.) icin tasima matrisleri olarak ‘‘nokta
matrisleri” de hesaba katilabilir; bunlar agiklhik smrindan hemen once
ve sonraki durum vektérleri arasindaki bagintiyn verirler. Bu durimda
ardigk tek acikliklardan kiris olugsmus ise, gériilecegi gibi, tek acgiklik
matrislerin - nokta matrisleri de eklenerek - ¢arpimindan olugan ve ki-
rig baglangic1 ile kirig sonunu baglayan toplam tasima mafrisi kargilik
gelir. Kirig uglarinda sistemin smmir kogullan ile ikiger durum biiyiikltigii
bellidir. Bir kiris ucundan baglayarak diger bir kirig ucuna kadar, bi-
linmeyen iki durum bilyiikliigi ile hesap, oradaki biitiin bdlgeler igin ya-
pilarak - ki bu ikiger vektOriin tagima matrisleri ile devamli ¢arpimina
gider - bu kirig ucunda, iki bilinmeyenin bulunmas: i¢in, geriye kalan

‘iki smr kogulundan, iki kogul denklemi elde edilir.

Ayrica ig simr kogullar érnegin ara mesnedler veya Gerber mafsal-
lar1 var ise, ortaya c¢ikan iki bilinmeyenden biri, (w = 0 veya M = 0) ek
kogulu ile, digeri cinsinden yazilabilir. Bunun yerine, ara mesned halin-

-de mesned kuvveti, mafsal halinde ag1 degigmesi geklinde yeni bir ikin-

¢i bilinmeyen geger. Bu tip bir sabitler indirgenmesi ile, keyfi yiitksek
dereceli statik belirsiz problemler halinde bile, bilinmeyen sayis1 daima
iki olur. ' ' : »

5 KERSTEN, R.: Das Reduktionsverfahren der Baustatik, - Berlin/Gdttingen/-
Heidelberg : 1962. 242 s, ‘ .

% PHSTEL, E., u. F. A, LECKIE : Matrix methods of elastomechanics. New York :

McGraw - Hill 1963. 435 s.

Tiirkge kargilk olarak, Ubertragungmatrizen = Tagima matrisleri yaygindir; an-

cak “baglama matrisi” adi, geviren tarafindan Onerilmektedir. (Cevirenin notu).
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Diferansiyel denklemin ve her tagima matrisinin bilinmeyen 6§de§(?-
rine parametre olarak sahip oldugu dzdeger problemi - burulma titregi-
mi ve burkulma - halinde hesap secilmig parametre degerleri ile yapila-~
" bilir ve bunlar, kirig ucundaki baglangigda smir kogullar1 - drnegin mes-
nedde w =0 ve M = 0 - saglanacak gekilde degistirilir. Holzer-Tolle’nin
adi verilen bu “kalan bityiikliikler metodu” Szellikle hesap otometleri igin
uygundur. Zira program teknigi pakimindan yararli oldugu gibi, aym
hesap iglemi, degistirilmig parametre degeri ile tekrarlanmakta:d%r. Ka-
lan biiyiikliik - burulma titregiminde, bzdeger icin sifir olan iki s1rs-;,11
determinant - parametresinin iizerine tagimr. Bu egrinin sifirdan gecis-
leri aranan Szdegerleri gosterir.

26.2. Egilme Titregimleri. ' _

Bilinmeyen  frekans: halinde, boyu 1, egilme rigidlig:i EI ve bir:im
uzunluk bagina kiitleri p olan bir kirigin efilme titregiminin diferansiyel
denklemi : '

v_ (
w

= —1" : 2

we-c]?)

ile

wI
)\'4

I .

nin geﬁel coziimii gudur :

w=A<ﬂos)."T +B§inx"7 + ocosxfj—+Dsin )ﬁ‘l—. -

Burada;Rayleigh ’ye gore - A,B,C,D, sabitleri wy, wo', Wo" , Wo"’ bag-

. langic degerleri cinsinden yazlabilir.

t ’

’ 1 " 1 x ) " 1 X
w (x) = wo C ()» —Zﬂ-)+ wy 1 T 8 (7» —7;—) + w, lzr c(k T) -+ wy, 131—3 s()\. z—)(s) 1

Rayleigh 'nin verdigi, » = 1 kirig ueundaki fonksiyonlar veya bunlarm de-

Zerleri goyledir :

-

c{aZ)=1{Gojrl+ coszf;) bzw. € =--{G0f2 + cos )
] z 1 1 2
s(a_’;_) ——yé-(@inl-’;- & sinJ 3:_) bzw., = %(@inl + sinz)
x 1 ol Z L x ot feea
6(2;7)-;-?(@0127—(:051—!-) bzw. ¢ _?(@Dlﬂ cosﬁ.)
. s(}{ i) =1 (@inﬁi— sin A i) bzw., s= i(@‘mﬂ — sinl)
f 2 7 I 2

)‘: - (1)
).
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Simdi w ve w ile boyutsuz yapilmig tiirevler

Wo
w,l
wol?
"’ 3
Wy

- Zp =

durum vektoriinde ve « =1 kirig ucundaki uygun degerler z, de topla-
nwr ise, denklem (3) tiiretilerek ve % ile #; arasinda w =1 yerine konu-

. larak

21 - FZD (5)

lineer bagmtisi elde edilir; burada Rayleigh - fonksiyonlarmm ag¢iklk
_matrisi . ’ C

c 8B/h /A §/Ad

sh ¢. 8 e/nt . .
M s c -8\ ). ©)
S\ eM? sh ¢

olup bunun ikinei satirinda, birinei satirm, iigniiciisiinde ikineinin ve ni-
hayet dordiinciisiinde iigtinciiniin tiirevleri vardwr, Mafris ikinei kogege-
ne (sag iistden sol alt kégeye giden kogegene) gére simetrikdir. Bunun

.. determinant: 1 e egitdir ve invers matrisi, satrang tahtas: geklinde de-

gigik igaret disinda F ye egitdir; bunun anlami gudur : z, = F-'gz ters
‘bagintisy, w' ve w” de, degigen igaret diginda, denklem (5) geklindedir.
_Sekil 26.1 tipinde birden fazla I; boyunda agiklikdan, sabit EI, egilme
rigidlifinden ve y birim kiitlelerinden olugan bir kirig halinde, her agk-

ik .igin denklem (5) geklinde bir bagmti vardir.

Mé?.[ _.__7__._.1;)”

F4 14

Sek. 26.2. Kirig eglimesinde
w, g, M, @ durum bliylikliic-
lerinin On igareti.

Jek, 26.1. Sabit efilme rijitlifi pargalarindan
kirigin gemasi, Alan ve alan simrimn iga-
retlenmesi.

_ Gegis noktalarinda, siireksiz kesit degismesi nedeni ile, stireksizlik-
rin Onlenmesi igin w” , w" siireksiz tiirevlerinden
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—Elw’' =¥, —EIw"=Q,

siirekli kesit biiyiikliiklerine yani egilme momentine ve kesme kuvveti-

ne gecilir. Sekil 26.2. geregince isaretler 0 seklinde gegilirki, pozitif ke- -

sitdeki (pozitif -eksen yoniinde dig normal) M, Q kesit bi.iyiiklr:.ikleri po-
zitif eksen y6niinde alinsin. Buniin geriye kalan bilegenleri, sa.bl.t 1, uzun-
lugu ve BT, rigidligi kullanilarak, w ile boyutsuz yapilar yanl

Wi

% =wih ' | M
y’. = M,’ I%IIE IO

Q:’ = Qi Ig/EI{)

agagidaki durum vektoériiniin bilegenleri olarak segilir :

W;

. @ : 8
Zi M; : ' |

o

l,, B L, bliytikliiklerine ve po birim kiitlerine ait
| 6; = liflo, o = E L/E To, 0 = Wi/t | ©)

oranlan ile, i. inei agikhgm i—1 baslangicindaki ve i ucundaki durum
bityiikliikleri igin ‘ _
: = F: T; 1 ’ (10)

| bagmtis1 bulunur; burada, denklem (6) ile aypl. ozellikli ve (6) gere-
gince agagidaki gibi degigtirilecek actkhk matrisi | :

S
i3 C —1,-—‘6:5 -—':7—_.25
S 4
B B .
O
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'vardir. Sonda eklenen i indisi elemanlarda ortaya ¢ikan bilyiikliik ve
fonksiyon igaretlerini gisterir; sonuncularin anlami sudur ; :

C; = -%((Eos A + c.os A

_ uim')Z? _ Qi f.__

M o= 4 ' 11
' Al BT, “ A , - an
ve burada
oy Mooy ‘(12
= (12)

dir. Bu (14) denklemleri, i=1,2,...,n igin yanyana swalanarak tek
F, agikhk matrislerinin garpimi

A=F,F,1.. . F;F, S 6 )
toplam tagima matrisini verir ve 0 kirig baglangicindaki 2z, ve n kirig

ucundaki z, durum vektbrleri arasinda su direkt lineer bhagmt1 elde
edilir :

Z=An|. - (14)

Simdi z, ve z, deki iki durum vektorii, kiri_s, baglangwmda. ve - 80-
nunda verilen sinir kogullarmndan bulunur; &rnegin Sekil 26.3 deki ki-

rigde ‘

Wo=gg =0,
Wa=M,=0,
dir ve durum vektériiniin bilegenleri igin w,,M,Q yazilir ise, (14)
denklemleri ayrimntil olarak elde edilir: - :

%—A‘ ain @iz G3 Ou 0 0
A Gy G2z Oz Qo 0 . f Pn
Sek. 26.3. Str gartla- G31 Q3 Quz (s Mo 10

r igin droek. Ga g2 Guz G/ \Qo @x
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Bilinmeyen M, ve Q, durum biiyiikliikleri kiris baglangicinda bilin-
meyen kabul edilir ise, bunlar- igin kirig ucundaki smir kogullarindan
iki homojen lineer denklem, drnegimizde

ais Mo+ 414 @Qn =0,
33 Mo + a0 =0,

olarak bulunur; bunlar ise,

a3z O14
Gz O34

A=A = =0

determinant kogulunun saglanmasi halinde, trivial olmayan g¢dziimler ve-

rirler. Fakat bu determinantin degeri % parametresinin yani w frekans:-
nin bir fonksiyonudur; zira F, acikhk matrislerinin _tiim elemanlarn ve

dolayisi ile A toplam tagima matrisinin a,, elemanlar, x parametresine
baghdir., Bu fonksiyonun gekilsel ifadesi A = A (3) genellikle acik ol-
madigindan, transandan

aM)=0 (15)

“frekans denklemi” nin ¢dziimii igin, beklenen Gzdeger yakimnda bir se-
ri kabul edilen parametre degeri ile hesap yapilir ve aranan A, Szdegeri,
A (1) fonksiyon degigiminin sifir noktas: olarak, interpolasyon ile bu-
lunur. ' - '

Pratik hesab icin, denklem (13) garpim matrisinin tam ifadesinin
gerekli olmamas: &nemlidir. Daha ziyade, hahis konusu baglangic kogu-
luna ait a,, elemanlarinin - érnegimizde a; ve ay elemanlarmnn - hesaby,
iki 6zel vektorde acikhk matrislerinin devamli ¢arpmn: ile yapilir. Bu
maksad ile kirig baglangieindaki durum veki6rii agagidaki gibi yazl-

mug kabul edilir :

0 0
1 0 '
wo + 0-<Po+ 1 My + G,

0 0

oo oK
PO OO

burada ikiger durum bityiiklligii, baglangic kogullar1 ile bellidir; diger 4§

ikisi ise bilinmeyen olarak kalwr. Yani Sekil 26.3 Srneginde

' béylece swrasi ile z, = By %, = Bz, , ...
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<D
=)

0 0

0 0
Zo = | 4 M, + 0 Qo

0 1,

Bu durumda bu bilinmeyenleﬁn iki sittunu
icin hesap, bilinmeyen carpan olmak iize- .
re yan taraftaki gema uyarinca yapilir; ve F,

7, = FoZ,_, durum vektorleri elde edilir.
Burada her siitun ilgili bilinmeyen ile - 8r-
negimizde M, ve @, ile - carpilmig kabul |
edilmelidir. Son da a; ve a; katsayilar:
prtaya ¢ikar, bunlardan kirig ucundaki ko-
sul yazilabilir, $ekil 26.3 deki serbest mes-
ned igin

XK K XX KR RO =~ OO ’g!
=
¥ X K K| % % ¥ %]~ 0O o O

ad13 1571

A(M) = = O13 31 — @33 U . F *

(33 g

determinant degeri dogrudan dogruya oku- * %
nur.

) Ornek : Boyutlar Sekil 26.4 de verilen degigken kesitli milde en kii-
¢iik 6z frekansin bulﬂmam icin, bunu, Szdegeri-x =g ile belli, egit
1= 2], vzunlugunda, EI = 2EI, ortalama rigidliZine ve ; = i,5p.o or-
ta}ama kiitlesine sahip bir sabit kesitli mil ile kargilagtiralim : ¢ = 2,

=2 ve p=1,5 halinde denklem (13)

BEL - N o
d £ den su 6zdeger bulunur :
= Z )\,‘fzg, A=1,7.
, L | 1.7 yakmndaki ii¢ egit uzakhkta ) degeri

igin, kuadratik interpolasyona ait birinei
ve ikinci diferanslar yanmda agagidaki A
determinant degerleri bulunur :

Sek. 26.4. Bir degigken ke-
sithH gaft ornegi.

] A 3A 52
1,60 | 0,1861517 — 0,4663 010
1,65 | —0,2801493 — 0,5024 919 — 0,0360 909
1,70 | —0,7826412 — 0,4844 465 — 0,0180 455
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1k iki diferansimn ortalama degeri § A, olmak iizere, kuadratlk interpolas-
yon. formiilii

A=A+ 84, +82A822=0

ile

— 0,2801 403 — 0,4844465¢ — 0,0180455:> = 0
dan, lineer terime gore ¢oziilerek ve iterasyon yapilarak’
t = — 0,578 287 — 0,037 250 ¢2
= — 0,578 287

—0,013024
= 20,591 311

ile su bulunur: - ) .

»=1,65 4 0,05t = 1,62043

26.3. Are Kogullari.

Teknik oSzdeger problemleri biiyiik Onemini, tagima matrisleri ile j
bilhassa, keyfi ana kogullarmm hesaba kolayca monte edilmelerine bore- 3
ludurlar. Teknik problemlerde rigid veya elastik ara mesnetler, mafsal- ]
lara (Gerber mafsallarl) ve bhenzer gekillerde stk sik ortaya qikan bu

tip kogullar1 klasik zdeger metodlarma Snemli giicliikler ¢ikarirlar. Bu
{ip bir kogulu drnegin i noktasmdaki mesned halinde w, = 0, mafsal ha-

linde M; = 0’a, ilgili bir durum biiyiikliiglinde bir sicrama yani mesned:

halinde kesme kuvveti sigramasi AQ; mafsal halinde agl sigramasi Ag

kargihk gelir. Bu sicrama biiyiikliigli AQ, veya Ag; ara kogul noktasmda,f
baglangicdan itibaren gelen iki baglangic bilinmeyenine (6rnegin mesnet)
de go, Qo ankraj noktasinda M,, Q) yeni bilinmeyen olarak eklenir. Fa-}
kat kogul denkleminden (mesnet de w; = 0, mafsalda M, = 0) iki baglan-}
gi¢ bilinmeyeninden biri yok edilebildiginden, hesaba yine yalmsz iki bi-}
linmeyen ile devam edilir. Bu durumlar, ara megnet Srneginde aglklana-}

cakdir.

Iki baglangic - bilinmeyeni A ve B ile gosterilsin i, ninei bolgenm:

sonunda yani ara mesnedin hemen &niindeki i noktasinda, A ve B ilej
carpilacak durum - vektorlerinin bilinmeyenleri a; ve b, (j=1,2,3, 4)
olsun, biylece ilgili denklemler yamnda agagidaki gema bulunur : _;3
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Mesnet kosulu -

w;=GIA+b1.BEO

yardim ile A, B bilinmeyenlerinden biri, digeri cinsinden yaleabfﬁr Bu-
rada en kiiclik carpanh olam yok edelim. Bunu B ile gosterehm yani
kabul edelim ve

B=—ad,0=a/b olmak iizere
koyalim. Boylece Z; vektoriiniin geriye kalan ii¢ bilegeni 7z, den
(ajnab)A—-aJA i=2,3,4
bulunur; burada. o

g_ 7 by—mb J
by
A min yeni katsayillardir; ve niimerik hesab, bu denklemin birinei ve-

ya ikinei sekli ile yapilir, Kesme kuvvetl i¢gin mesnedden hemen sonraki
i’ noktasinda

L _ =
a;=a;—ab; =

@ =a,A+1.AQ

degerl konulur; buna kargihik mesnedden 6nce Qi =a A gegerhdlr QA,,
- A ya yeni parametre olarak eklenmek iizere, yeni i + 1 acikligindan 6nce

z," baglangie vektdrii goyle, yazilir : -

A A
—B—Tw;=0
a, Olg;

a; 0| M;

i 1|g,

i+1 b'dlgésinden sonra mesnedi, M;,; = 0 olan bir mafsal takip eder ise,
. yeni blhnmeyen olarak ag1 sicramasi Ag; hesaba katihr. Bu maksatla
A veya AQ, bilinmeyenierinden, . en biiylik katsayih olami M;,, =0
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jle gosterilir, diger bilinmeyen-

moment kosullanndan bulunur; bu ise by
— gby lere déniig-

lerin a; katsaylar: ise, o = as/b; yardiml ile, a'y = 8,

tiiriiliir. )
Simdiye kadarki aciklamalarda esas alnan Sek. 26.5 deki Ornek
1 bir kere daha uygulayalim. Yok edilecek kat-

icin biitiin hesap gemast
sayilar b, olmak iizere vektor bilegenleri burada basitlik icin a;, b; ile

gosterilmig
bityiikliginiin yok edildigini kabul edelim. Yeni hesaba katilan son bi-
linmeyenler AQ; ve Ag. dir. Ankastrelik noktasmda ki ug - smur kogulu
= 0 dan, a,, b; katsayli determinant sart:

Wi = @2
@D @_, @ E
(] 1 é 4 A
N L) T | Qe
Sek. 26.5. Ara destek ve AQY = a b =0, (16)

ara mafsalll kirig.

bulunur, bu ise dogru segilmig A parametresi igin saglanmak zorundadir.

Eger (16) gerceklieniyor ise, bir tanesinin keyfi, drnegin le esit
kabulii halinde, ¢¢, o, AQ: Ve Age bilinmeyenleri siras1 ile, Wy, = 0,
M,=0, w;=0 ve ;=0 1{0§ullanndan hesapl_anabilir. Boylece son sii-
tunda verilen durum vektorleri tamamen bulunahbilir.

26.4. Yaylar ve Tek Kiitleler.

Ara kogullar tek yay ve tek kiitle geklinde yani hem ¢ mesnet 4

yaylarl ve my noktasal kiitleleri hemde C; burulma yaylar ve 0; doner

kiitleleri olarak da ortaya gikarlar;
kuvveti veya egilme momentinde sigramalar kargihik gelir :

Mesnet yayl AQ; =Q; — Q= Crwr !
Noktasal kiitle AQ: = - m; w? w,—\ (17)
Burulma yays AM;=M, —M:= —0Cio 5
Donen kiitle ~ AM; = T

Birim uzunluk boyutuna indirgenmis (7) durum biiytiklikleri ile

bu bagintiar

AGi= o, AGi=—mNw } (172) |

AM; = —Cio:, AM; =0: M o;

dir. i =1 mesnedinde Q, biiyitkligiinin, i =2 mafsalnda ¢

Sek. 26.6. Bunlara yine kesme 7:‘
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Po Qo ' ) h
0 0
! o Do
¢ . 0 0
0 L Qo
@ b]_ wy =
F, & by 121
as ba M].
%4 by 40, 0,
0r 0 0
an 0 151
% 0 1,
(F] 1 ‘ Q'l
by 4 Wy
F, b % P2
b3 aﬁ M2 =
b, ay ’ A‘Pz oA
a 0 Wy
s 1 (p’z
0 o 0
a4 0 Q2
ay 51 Wy =
F a 7 az bz 993 =
a3 by M,
4y by Qs

seklinde yazlabilirler; burada

c=cl/Els, m;=mifuoly
C: = C:l/Ely, ©; =®;/uols (18

g;)yuts?z ]sabitl]:rdir; ve M, denklem (12) ile bellidir. Diger biittin bagm-
ar, algilmg biiyiikliikler cinsindenyani (17} seklinde 1
ve kiitle denklemlerini basitlik icin, yealacska. Yoy

AQ,— = J; w; burada k; = ¢; — m; w® .

AM; = — K;¢;burada K; = ¢; — 0, o* (19)
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B S S
+, : _ﬂ_
§c¢ mo = %
Sekil 2é.6 «¢, mesnet yayy, m, tek Kkiitle, C,
burulma yayl, §; donen kiitle

ile gésterelim; burada k;, K; dinamik yay sabitleri olup bunlar, eksik
kiitleler halinde, ¢, veya C, ve, eksik yaylar halinde - m; w* veya - 8; w’
geklini alrlar. B

(19) denklemleri iki farkh yoldan, ya kuvvet kogullam veya “gekil
degistirme kogullarl” cinsinden, hesaba monte edilebilir. Dinamik ara
kogullarmm bu farkh incelenme tipi, sayisal hesabm uygulanmasi i¢in
cok Onemlidir.

A. Kuvvet K.ogullam Olarak Inceleme

‘Birinei inceleme tipinde, i - sigrama noktasindan evvelki Q;, M; kuv-
vet biiyiiklitkleri, (19) gerefince,

(= Qi+ kw|
goothal am

geklinde, sigrama noktasindan sonraki Q/,M,” biiytikliiklerine déniis-
tiirtiliir; bu ise bir z; vektorii ile bir P; nokta matrisinin ¢arpimdir :

oz =Piw
nokta matrisi ise -
i 0-0 O
Pi=0 g 1 o) @
k0 0 1

olup burada k;,K; yay sabitlerinden biri sifir da olahilir. i s1gzjai11a
‘noktasindaki hesap gemas: ve katsayilar bagmtilari-agagidaki gibidir :
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A B

® . * * * a b

* * * * a, by 3’4 =a, -+ k& “1}
#F; * * * * ay . by 7 by == by + ki by

* * * * 4 b

1 0 0 0 a b ay = ay— K;a, |

o 1 0 0 |l.a b W= by — K by |
P; 0o —K; 1 0 ay by ;

kR 0 -0, 1 ay by

Bu iki kath matris carpimi Falk'm bir teklifine gore, F, aciklik matri-
sinin dért siitunundan ve, P, nin k;, — K; elemanlarma sahip olan iki
ek siitundan olugan bir “Tiim Matris” L; kullanilarak bir caligma adim
ile yapilabilir :

* * * * o 0
% % 5 *® o 0

L= | g g | (21)
# * * ® k: 0

Boylece z; = F; z;_y ve 7, = P;z; denklémleri

14
z, =L;z_,,

-.ile gosterilir,” ancak aligilmigdan farkh olarak garpim 01u§turullmas1 0
- gekilde anlagilmahdmr ki, L; nin birinciden doérdiinciiye kadar siitunlar
% in dort bilegeni ile, L, nin diger iki sfitunu ise yeni z vektSriiniin

ilk w; ve g bilesenleri ile ¢arpilsm. Bu durum, L, nin ek siitunlarinm,
ilk iki satirdaki sifirlar nedeni ile, yeni w; ve g; degerlerinin var olmasi
halinde yani My ve @' nin hesabinda miimkiindiir. Sigrama noktasinin
oniindeki uygun M;, @, degerleri bulunmaz. - Kirig baglangicindaki yay

- ve maddesel noktalar halinde, serbest baglangig degerleri olmalari ko-
- sulu ile, w, ve @ -a ait baglangic vektorleri gyle degigtirilir :

Wo Do
1 0
0 1
0 — K,
ko 0
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k veya K yay sabitleri ¢ok bilyiirler ise yani, pratikde ¢ok sik rastlan- |

dig1 gibi, ¢ok rigid mesnet yay: veya, dinamik yay sabitleri —mw® ve

6; w® nin biiylik oldugu yiiksek frekanslarin hesabi bahis konusu ise |
tamimlanan bu metod gecerli olmaz. k - « simir hali igin z,, vektorii- |
niin iki- kismi siitunu, birbiri ile orantili iki vektdrden olugur ve bu |

durum bundan sonraki biitiin vektérler igin de gegerli oldugundan son

determinant, egit bilyiikliikde sayilarmm fark: geklinde, sifira egit olur. !
Bu gegersizligin ortadan kaldirilmas: icin farkh yollar teklif edilmis- ]
dir : Fuhrke, §26.5 de ele alinacak determinant matrislerini hesaba |
katmigdir. Pestel ve ¢aligma arkadaglart!, A(X) yerine, bagka bir ‘“ka- |
lan biiyiikliik” kullanmiglardir. Marguerre ve Uhrig,? - Falkin bir tek- |
lifini degistirerek ara biiyiiklitkleri basamakli yok ederler ve bbdylece |
Gauss eliminasyonu ile bagmti kurarlar, Giicliik agagidaki sekilde ol- |

dukea basit olarak giderilir,

B. Sekil Degistirme Kosullar1 Olarak Inceleme

Biiylik - statik veya dinamik - k veya K yay sabitleri halinde i nok- }
wisl (indis, asagidaki formiillerde yazilmayacakdir), artik rigid degilde |
zayif elastik -olan bir mesned veya dénel mesnet kabul edilecekdir, Ri- i
gid mesnede ait gekil degistirme kogulu w =0 veyd ¢ =0, § 26.3 deki {
gibi, yeni bilinmeyen olarak AQ veya AM sigrama biiyiikliigll almarak, ]

w="TAQ burada Y =1/k (22a) |
¢ =—TAM burada T = 1/K (22) {

sekline doniistiiriiliir. Bu kogullarim biri yardim ile A, B bilinmeyenle- j
rinden bir tanesi, kogulda max. garpanli olan B(j =1 veya 2) yok edi- |

lebilir.

w=0A+bhB=TAQ veya o=0mA+bB=—TAM
den
B="—a; 4+ (Y/b))AQ veya B=—azAd— ([/b)AM,

bulunur; béylece geri kalan z = a; A + b, B vektdr bilegenler],

I PESTEL, E., u. O, MAHBENHOLZ : Zum numerischen Problem der Eigenwert- }

bestimmung mit Ubertragungsmatrizen. Ing. - Arch. 28 (1959), s. 255 - 262,

2 MARGUERRE, K. u. R. UHRIG : Berechnung vielgliedriger Schwingerketten I:
Das Ubertragungsverfahren und seine (irenzen, Z, angew. Math. Mech. Bd. 44 |

(1964), s. 1-21,
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Z=a A+ yp;AQ (232)
a; = a;—a b : (24a)
oy = ay/by, ﬁj = b;fb, . (252)
zj=a;d —I'§,AM (23b)
aj = a; — b (24b)
oy = ayfby, fB; = byfby (25b)

geklini alirlar. Yeni bilinmeyenlere doniismiis halde vektdr bilegenleri
gyle olurlar : ,

A 4Q A AM

0 7 Wi @ —Ip | =

as yBy . | o o —r P

@ yh M; e 1—If| M; (6
a; 1+ }’54 Q: ay, —I'p; &

burulma yayi ve ddnme
kiitlesi icin

mesnet yayl ve
noktasal kiitle igin

A) veya B) ye gtﬁre gbz Oniine alinmig m; noktasal kiitleleri yani

'k; = — m, w® dinamik yay katsayilam halinde biitlin problem yaklagik

sekilde basit olarak incelenebilir. Soyleki : Her acikhk yerine uzunlugu
I, ve rigidligi EI; olan kiitlesiz bir gubuk, siirekli birim kiitle yerine ise
aciklik smirlarinda noktasal kiitleler konulur; bunun igin 1yl agikhk
kittleri yar1 yariya agiklik smirlarna dagitilir. Yeterli yaklagimm sag-
lanmas1 icin boyle bir iglem c¢ok nazik bir cubuk bolinmesi gerektirir
ki bu, hesap makinalari kullanilmas1 halinde, bir giicliik arzetmez. Kiit-
lesiz cubuklarn acikhk matrisi, (6) ya oranla, oldukca sadelegir :

18 —B¥2a —@/6a

01 —Bla —B%2a '
P = : §
F; 00 1 B . (6a}
00 0 1 ;
Burada artik ) parametresi yoktur :. A yalmz K, = — m; »* yay katsa-
yismnda (boyutsuz : k; = — m, 3%} veya y; ters degerinde ortaya gikar.




444 ) _ 445
gegeﬂi oldugu gosterilebilir : A = BC matris ¢arpiminin  A-matrisi A*,
B,C carpmlarina ait A-matrislerinin B*C* carpimina egitdir. Bu du-
rumda tiim hesap, matrisler yerine, ilgili A-matrisleri ile yapilabilir.

26.5. Determinant Matrisieri.

Biiyiik yay katsayilarindan dogan niimerik giigliiklerin énlenmesi
igin tamamen.degigik ve dikkate deger bir yol Fuhrke tarafindan kulla-

mlmigdir; Fuhrke matris elemanlarindan ve vektdér bilegenlerinden, sa-,

yisal deferleri yani matrislerin ve vektérierin elemanlar olan, iki s1-
rali deterininantlara geger. - Toplam tagima matrisi

1 ... O
A = " .
[ 25 [+ 313

icin, her biri belirli bir smir koguluna kargiik gelen, 6 kere 6 adet iki

sirah determinant vardir, Bu 36 determinant degeri yine alti sirall bir

matris, bir determinant matrisi veya “A-matrisi” olarak yazilabilir,! bu-

nun icin determinantiarda ortaya cikan satir’ - ve siitun kombinasyon-
larina, agagidaki gekil uyarmca, birer numara verilir :

Stra kombinasyon: 12 13 14 23 24 34

- Numara 1 2 3 4 5 6

Boylece rnegin, A = (a;) nin 1. ve 3. satir1 ile 3. ve 4. siitunundan
olugan determinant gdyle gosterilir :

3 G4
O3 Qa4

A=113,34]= = A

A, nun birinei indisi p satir kombinasyonunu, burada 1, 3, ve ikinei
indisi g siitun kombinasyonunu, burada 3, 4, gosterir. Biitiin bu iki s1-

rali determinantlar, alt1 sirali A-matrisi A* =(A,,) ile Szetlenir.

Tiim - tagima matriéi A, cok aciklhikh kiris halinde, birden fazla

agikhk ve nokta matrisinin (veya tiim matrisinin) garpim olarak bulu- §

nur. Simdi (bakiniz : Fubrke H. Ing. Arch. Bd. 23_ (1955}, 8. 329 - 348;
Bd. 24 1956), 8. 27-42)

].A=B(.3 Jlile‘ AA = BA A | @3

b Burada, dzellikleri a.y‘rlntlll incelenmiy, ikinei “tiiretilmig’” Kronecker matrisi ba- -'
his konusudur; bakimz : Grdbner, Matrizenrechnung [8] veya Gantmacher, Mat- 3

rizenrechnung [7], orada “assoziierte Matrizen” terimi kullammgtir.

@ .

- goyleki, bir defahk olmak iizere agiklik ve nokta matrislerine ait A-mat-

risleri bulunur ve bunlar ile, matrisler de oldugu gibi, iglem yapilir. Bu
durumda, gimdiye kadarki iki vektdr yerine tek bir vektér ile cahgilir,
Ayrica, baglangigda alfi sirali A-matrislerinin bes sirah matrislere in--
dirgenebilecegi goriilecekdir. Boylece agikhik bagna -gerekli ¢arpim sayi-
g1 2 kere 16 = 32 den 25 e diiger; burada baglangic matrisinin 16 elema-
nina kargibk her A-matrisinin 25 elemam hesaplanacakdir. Fakat bu-
radaki avantaj, uygun bir A-matris ile carpilarak ara kosullarinda (raes-
netler, mafsallar, yaylli mafsallar ve noktas] kiitleler) hesaba katlma-

‘gidir. Bylece biitiin hesap iglemi, hesap otomatlarimin kullamlmasinda

kolayhk saglayan, birim gekle doniigiir. Dezavantaj ise, durum vektor-
lerinin yeni tifresim geklinin bu yoldan hesaplanamamasidir. Bu durum-

da fe bzdegerinin bulunmasindan sonra hesabin, eski yoldan yapilmasi
gerekir. _ .
A matrisi *min her ¢ siitununa sol kirig kenarinda belirli bir si-

nir kosullu, her p satirma ise sagda bir kogul kargihk gelir. Burada 6
adet p veya g kombinasyonunun yglnlz 4 adeti mekanik anlamda tagir-

lar:

Kirig sag ucu

Kirig sol ucu

Mesnet dﬁﬂ;’m};ﬁ’;:k Sﬁ;un ~ Mesnet bﬁﬁilicrllizllilleri Sa;::i-
— 1,2 » 3.4 6
:l:__ 13 2 — I 5
—— | ||| |

p,a=1, 2, 5 6 igin, A-matrisi A* nin her p,q eclemanina, kirig ugla-
rinda belirli bir mesnedlenme kargilik gelir; burada yine ikinei kdégegene
gore simetri vardir. Ikinci kogegen lizerindeki gu simetrik mesnetlenme
halleri vardir :
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7 2 5 &
1| —F | —F | a—F |4+
f—a |2 =2 =
st [— | 2— |4—i
s i B 3

Bur:ada jhmal edilen p,gq =3 ve 4 orta satir ve orta siitunlarmimn
elemanlarimin, Maxwell karsit teoremi uyarmca ana kdgegen eleman-
Jarindaki, eklenecek olan, 1 lar diginda, ikiger birbirine esit oldugu gés-

terilebilir, A-matrisinin orta ¢ifte hagl su gekli alir:

Az = A

o Axn=An
Ay A A+ 14 Ass  Ass
I I I {]
Ay Ap A A4+1As A
Az = Asqg
Aga = As:

Bu dzellik, keyfi sayida A-matrisinin garpiminda da vardir. Boylece, 3. ve
4, siitun eklenerek ve dordiincii satir tamamen ihmal edilerek orta si-
ralar bir tek swra ile gdsterilebilir; zira iki A-matrisinin ¢arpiminda si-
ralarm egitligi ancak bu gekilde gbz oniine ahnabilir. Béylece Fuhrke'nin

teklifine gore, orta hagl

241
2 A
2A+1 Asy
2 Ass
2 Ags

Ay As Ass

olan, beg siraya indirgenmig bir A-matrisi- bulunur, fkinci simetri bu-
rada ortadan kalkmigdrr. ’
Agaglda, her defasmda belirtmeksizin, biitiin A-matrisleri indir-

genmig gekilde kabul edilecekdir. Bir elemanm (satir veya siitunun) p,d ,'
geklinde numaralanmasi baglangigdaki A-matrisine ait sayilar ozellikle, 3§
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'yuka.rda verilen smir kogullar ile ilgili 1, 2, 5, 6 sayilan ile yapilacak-

dir. Bu esnada p daima sag kenari(kirisucunu), g daima sol kenan (ki-

rig baglangicimi) gosterir. Ornegin p = 2 sagda serbest mesnet, q =6

golda ankasterlik gOsterir. Ayrica p nolu noktada 1 ve diger nokta-

larda sifirlara sahip olan e, birim vektdriinii hesaba katalim; bu du-
 yumda, daima 0 sifir 3 ve 4 noktalan cakigirlar. Ornegin :

0
0
es= |0}
1|
0]

Ue mesnetleri (p,q) olan bir kiris icin tiim tagima matrisi A nin
A-matrisi A* ya ait A, elemam bulunmaldir; bu, X parametresinin ara-
nan 1_, bzdegerine ait frekans determinati olarak sifir olmalwdir. Son
aciklikli bir kiris halinde A, ac¢ikhk - ve nokta matrislerinin, genellik
U, tagima matrislerinin bir ¢arpimi olur; burada, A-mafrisleri ile ga-

. Dgma halinde, i¢ smir kogullarida belirli mesnet matrisieri ile gosteri-
E - Tir. ' '
A = Un Un_1 ,--U2U1

Zincirleme carpimina, A-matrislerine ait olan

CAA=UADA L vhUR

b carpmm kargilk gelir. A, elemam ise, bilindigi gibi, sbyle elde edilir.
U* nm yalmez g siitunu ve U, min yalmz p siitunu kullamilir yani siirek-
i olarak bir vektdr ile carpilir ve sonug vektdriiniin yalmz p bilegeni
alimr. U min g siitunu, sol mesnetlenme ¢ ya uygun olarak U,* nin g.
neu birim vektdr e, ile garpimasindan bulunur. Béylece hesab agagidaki

vektorlerin ardigitk olugturulmas: ile yapilr :

m = U,A 8,

u; = Uy 29)
u, = UnA || P

burada son vektiiriiﬁ P bileseni,fzie bzdegeri icin sifir olan, aranan
po €lemanidar. '

B
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A-matrisleri ile galigma esnada i¢ siur kogullarminda, “mesned mat-

risleri” ad1 verilen ve S* ile gosterilecek olan belirli A-matrisleri vasitas: 'A
ile gtz Online almabilinmesi dikkate deger. Bu durum, yayll bir mes- 1
nedde gosterilecegi gibi, yay - nokta matrislerinin smir gecigi ile sag-

. lanir. Bu, bilindigi iizere,

[ e i
e = e Y e
oo o

\

o oo W

nokta matrisi ile goz oniine almr. Yayh mesnedden, ¢ — oo ile sabit j

bir mesned bulunur. P nin bir carpan oldugu A tim matrisinden A de- 3
terminantinin bulunmasinda, ¢ ile bilytiyen terimlerin birbirini yok ettigi ,, _
goriiliir; boylece sayisal hesap gittikge belirsizlegir ve sonunda pratik 4
olarak uygulanmaz hale gelir. Bu durum, yalniz detérminantlarin hesap- »
landig1, A-matrisleri ile caligma halinde, giderilir. P nokta matrisine, ko-.

layca anlagilacagl gibi, ¢ — o limitinin alinabilecegi, indirgenmig P- N

matrisi : . .
1 0 ¢ 0 O

0 -1 0 0.0

pt=| 0 0 1 00

—e 0 0 10

0—c 0 0 1]

verilmigdif. A, da bir sayisal carpan onemli olmadigindan yalmz A, = 0'3

degeri gereklidir - bu, - ¢ ye boliinebilir ve boylece w = 0 mesned kogu- 3

luna 4it mesnet matrisi olarak :

§h =

w

oo
[ I e B e

Y O e R o I =)
Hoooo
cooco o

0 0f

‘elde edilir. Bu ma.trié, bir u vektérii ile ¢arpiarak

U1 ] ' [ 0
Uz 0
Shlaus =0
Us Uy
U ] U2

449

bulunur, Yani bu 1, 2 bilegenlerinin 5, 6 ya gitmeéini saglar. Bunun an-
1am1 gudur : 1 veya 2 baglangic kogullar:, 5 veya 6 uc kogullarina dénii-

- giirler yani

w=0—>w=0
p=1 ¢=0->M=0 =5
. p=2 M=0->¢ =0 g=86.
p—>4q degigi:fni., birer 8,, = 1 elemam ile éag'lanlr. w = (¢ (mesned) kogu-
hfv_yan.l.nda?., ikiger S,, = 1 elemanh mesned matriglerinin kargihk geldigi
d}g.'er ii¢ i¢ kogul yani M =0 (mafsal), Q =0 (kayar mafsal) verile-
bilir. Bunlar limit ile bulunmakla beraber, yukaridakilere benzer géz-
lemler ile de elde edilir. Ozet olarak : : C

I¢ Smir Kogullar p—>g Mesnet matrisi S,

) .
Mesnet v w=o0 é S8 Syp=Sep =1
Mafsal 2 1 y
O M =0 6 8y Sie= S =1
. - : 5 4. ‘
Dip yaftagy —— 0=0 ; . S8 Su=Se=1
fi : 1 2 '
Kayar mafsal + @=0 c 6 82 Sy =Sy =1
Dért mesned matrisinin ayrntih gekilleri goyledir :
000 0 0). 0100 0
0000 O 0000 O
$4=10-00 0 0], S%={0 0 0 0 O
1. 000 0 0 0.0 0 1
01000 0 000 0 (30
0001 0 000 0 0) 3
000 0 1 1 000 0
§4=f0o 0 0 0 0f, Si=(0 0 0 0 O]
0 000 O ‘ 0000 0
0000 O 000 1 0
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Son olarak (6-a) agiklik matrisinin ve (20) g.enel nokta matrisinin
(indirgenmig) A-matrisleri yazilsi. Sonuncuy, kolayca .'
' . 3 o
f 1 0 0 0 0) 4 0
- K, 10 0290 | 0
85 = o 00 00O (31) ' 1
—% 00 10 0
K, —k: 0 —Ki 1
l J . + . +
olarak verilebilir. Rayleigh - fonksiyonlarmmn (6-a) _aglkhk matrisine ‘ X +_ o s
ait F* nmin gosterilmesi icin agagidaki kisaltmalar tavsiye edilir : ‘ ' {
1 - . - : :
= —(d A S *=@os hcos h :
A 5 (@os hsin L+ 3in A cos M0 08 A COS l . 32) 1 o 0000l o
B = —é— (@os ) sin A—Sin ) cos 2),8% = Sin A sin l] T i 00 00 0| 0
_ . ‘k : Sf{0 0 0 0 0 0
Bunlar ile ve A/p = v lusaltmasi ile ‘ 100 00 +
01 0 0 0| +
|
f; (+C¥  —Afxy —S*art—Bjar? 21— Rt v + 4+ | +
«v B c* 2Afy  S*pt — Bz § :
pr=| Lawpse —yB. C* AP o SHad? + o+ |+
a4 —p2 5% —2vB c* —Alxv 1 01 000]| =+
2y — 2 2G% L C* ' B _ 00 000O0] 0
\2(1 C_*)“v4 x$Ad «®S* oavB 2(‘1—%-’ ) o © gloo o000} o0 N
(33) 4 ' 0000 1|+
: | 0 0 0 00 0
elde edilir. 1 + + +
A-matrislerinin az sayida elemanlarl kullanilarak dnemli sadeleg- _- Fé.
meler bulunur; bu dururmn, Sek. 26.7 deki iki mesnedli, mafsall ve ankast- ,
re kirig drnegi ile gosterilecekdir. Burada ii¢ agiklik matrisindeki 75 3
eleman yerine yalniz 8 tanesi, agagidaki hesap gemasinda goriilecegi gi- k
bi, kullanilir. Syleki : Kullamlan elemanalra hag ile, kullanilmayanlar ' En kiicitk ozfrekansm f \ . .
1se noktalar ile gosterilmigdir. Tamamen egit aciklik boyutlari halinde 3  dan ankastre kirigem:it geg;glsdpfurgm{;tres:, uzunlugu 1 olan, bir ucun-
- - egerinden biraz kiigiik olacakdir. (Daha

sayl 4 elemana indirgenir. Bunlarm

bulunmasmdan sonra yalniz 6 car- S o . o .
o gereklidir. . j gercek ankraj, daha biiyiik kiitle). Bagka bir hesapdan A ~ 1.70 defe-
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® @ ® @ v

/E\ L,EI ¢1- LET N LET 3%
. i

Sek. 26.7. Ara garth kirigler.

ri bulunmugdur., Hesabin 1.69 1.20. ve 1.71 degerleri yapimasindan,
A;s = A determinant ifadesi icinden agagidaki degerler ve interpolasyon
ile ‘

A = 1,7015 025
bulunur
i Ay =4 84 X
) 1,69 0,0232 339 —0.0201 827
: 1,70 0,0030 512 00203985 —0,0002 159
471 —0.0173 474 —0,0202 907 —0,0001 030

A = 0,0030 512 — 0,0202 907 { — 0,0001 080 £2 = 0
1= 0,5037 — 0,00532 5 —
= 0,15037
~—0,00012
== 0,15025
A =="1,70 - 0,01 £ = 1,7015 025 .

A-matrisleri F* nin buluntnasinda kullanilan elemanlar gunlardir :

X ‘ Fy s Fys Fss
1,69 0,3333908 10,3204 386 0,9096493 — 2,6139157
1,70 0,3177 835 * 0.3201 319 . 0,8078131 -~ 2,6737736
1,71 0,3019340 0,3198199 0,9056398 — 2,7345753

t

26.6. Kiris Bgilmesi Problemleri.

5
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ucundaki iki smir kogulundan bulunacak iki bilinmeyen ortaya c¢ikar.
. Baglangig bilinmeyenlerinden biri, bir ara kogulun belirmesi halinde, yok
. edilmiyor ise ve bunun yerine ek bilinmeyen sicrama bilyiikliigii ko-
nulmuyor ise, buna kargiik bu sigrama biiyiikliikleri, sonunda biitiin
bilinmeyenlerin - gimdi homojen bir denklem sisteminden hesaplanmas:
igin, ek bilinmeyen sayiliyor ise, bu durumda pratik bir degigiklik ol-
maz. Bu sistem basamakli oldugu igin yok edilmesi, ara yok edilmeden
| fazla bir galigma gerektimez. Caligma miktar: burada da bilinmeyen-
3 lerin sayisi ile lineer olarak artar. Bilinmeyen olarak kuvvetlerin (mes-

ned, moment) yamnda gekil degistirmeler de (mafsal acisal degigme)
de ortaya cikar. '

|

1
: Uzunlugu 1 ve rigidligi EI olan bir agikligin q(x) ile yiiklenmesi ha-
' linde, - gimdi homojen olmayan - EIw™ = q(x) diferangiyel denklemi
| coziilerek, aciklik bagi ile acikhk uey arasmdaki bagmti géyle bulunur :

R 1 7.
T ot ol m My — g Qo + @

o ’ i ®

w = wﬁ _EIMU——zE'rQO—I—w*’{. (34)
5 My = Mo+ 1 Qo+ M
,lf:, Ql = Qs -+ Q*

Buradaki ilk dért terim basianglg kogullarimin yani agiklik baglangicin-
daki dort durum biiyiikliigiiniin tesirini (integrasyon sabitleri) bir yil-
diz ile belirtilmis son terim ise, q(x) yiikiiniin tesirini gosterir :

MA) = foug ag,

SN,

QX9 = —J gl8) a8,

F . )
w*(x) = —F7 f M*(&) dg, w*(x) ={w* (£) & .

i

Pratik hesab igin referans biiyitkliikleri kullanilmast ve boyut bi-

Falk’a gbre tagima matrisleri statik belirli veya belirsiz kirig prob-‘f; ~ rimli durum bityiiklitkleri ile hesap etme tavsiye edilir. Burada cokme

lemlerinin incelenmesinde de kullamilabiliv. Algilmig diger: met.o'dlarf!.
oranla bu metodun avantaji suradadir : Hesab o gekilde yapilabilir ki,

statikee belirsizlik derecesinden tamamen bagmsiz olarak daima kirig

3 dugundan, 1, boyu yaminda bir Ps kuvveti, drnegin Px =1 ton esas ali-
mr. Durum biiyiikliikleri boyutsuz secilir. w ve w’ icin fazla kiicitk sa-
yisal degerler bulmamak igin bu degerler 100 ile garptlir ki bu cm ile

/

ve efim yaninda egilme momentleri ve kesme kuvvetleri dé Snemli ol-
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hesapla kargiik gelir; buna karsibk diger uzunluklar m cinginden 6lgiil-
melidir. Boylece durum biiyiikliikleri olarak’

w=100w/ly, M= M/P*Za} S (36)
¢ =100w" @ = @/Ps

secilir ve bunlar - problemin homojen olmayan karakterine uygun gekil-
de - agagidaki beg swrall vektdr ile gdsterilir :

—

(37)

p—
S

]
i
QR |E

Uéunluklar, rigidlik ve yay sabitleri igin esas alman biiyiiklitkler gim-
di:

B: = Lifly,oi = EIj100 Py 12, Y: = ©; 1o/100 Py , Ty = Cy/100 Py Iy (38) -

“Yiikleri” de esas alman gekilde gdsterelim :

P;=P;/Py, M;=M;/Pilo, q;=4q;b/Ps. (39)

Bu durumda en Snemli yiikleme halleri i¢in durum vektSriiniin yiik te- , -

rimleri gunlardir :

P . 7
Y ‘I I‘g{ : | ; o L} Y2
1 . L
* 0 0 g 424 (49; + g2) 3120
P* 0 o 766« Ba + qa) B324 &
Mx| . o0 M; —q B2 —(27q, -+ ) F%6
Qo* —P; 0 —q £ —(g, + 72) B12.

P, tek yiikleri ve M, tek momentleri halinde agikhk simr: dogrudan d
ruya, yiikk noktasmmn arkasma konulur. o

Boylece agiklik matrisi ve yay halinde - tiim matrisi gdyle olurla

4585

(1 B —Fl26 —f6a w*

o 1 —Bls —ff2a B
r.=lo o 1 g M+, ' (40}
Jo o o 1 Qx ,

o o o .o 1

Bo—Px —ff6a w* 0 o0
~Ble —f2s B* 0 O]

[
[ B = e

1
L 0 1 B M* 0 —K[, (4)
0 0 1 5* B0
LO 0 0 o 1 0o o

ve agikhk baglangier ile agikhlk sonundaki iki durum vektorir arasm-
daki bhagmnt1 ' ‘

z: = F;z; ‘benzer olarak ;L_,—z,-_l . (12)

olur. Kiris baslangieindaki baglangie vektdrii yine agagidaki parcalara

ayriir ; . :
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 :
Zo=10|wo+|0)py+|1| M, + 0|0 +|2: |-1.  (a3)
0 0 0 1 or
0) 0 0 0 1

Burada dort durum bityiikliigiintin ikisi, sol kiris kenarindaki baglangie
kogullar: ile bellidir. Bunlar ya sifirdir ve denklem (43) de ortadan

) kalkarlar; veya sifirdan farkhdirlar; Srnegin baglangic mesnedi yer
- defigtirmesi vardir ve son homojen olmayan vektér parcasma eklenir-

ler. -Bu' fiurumda hesap, agagidaki iki 6rnekde agiklanacag: gibi, baglan-
81¢ - bilinmeyenlerinin ii¢ stitunu ve yiik siitunu 1 ile yaparlar,
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1. Ornek : Sek. 26.8 Hesap gelen sayfada

I =2m =1, =1
Py=1t Po=1t Py = Po|P, == 1
g =1tm g =qL/Py=2
EI_Z_qgt 2 2
= 3" tm : o =EI[M00P, I2=1/6

¢g = 50t/m Y = co /100 Py = 1

5

[ A %
P A 3 e [ E
s & 74 £z

' Sekil 26.8 Kirig egilmelerine ait ilk &roek.

Bilinmeyenlerin bulunmasindan sonra devam biiyiikliikleri - son sii- |
tun - hesaplanabilir. Sek. 26.9 da bunlar - esas alinan degerlerden ger- .
cek degerlere gegigden sonra bilinen kiris uzunlufu fizerine kaydedil- |

migtir.

l

‘W’_/A\ Z

3

—gL
...1._
mif \

T

FHIS

Sekil 26.9 Ornege alt kesme kuvvetinin gecisi, egilme momenti ve burulma momenti. ]
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2. Ornek : Sek. 26.10 Hesap bir evvelki sayfadadir.

Lh=1=10, B=1
Pe=1t _
Mo=10mt, Mo=1 EI =10000/6tm?c, =5t/m
@ =04t/m, q=4 ¢ =16 Y, = 1/2
@=06t/m, =6 a =1/3 S

Yine - dogru boyutlu degerlere gevrilmis - durum bityiiklikleri Sek.
26.11 de kirig uzunlugu iizerine kaydedilmigdir.

%(A . fa _

I3 a Z L
£r BEI G ET
N 2

Sekil 26.10 Kirig egilmesine ait ikinei &rnek.

27. Titresim Tekniginde Matrisler.

27.1. Soniu Serbestlik Dereceli Soniimsiiz Titregim Sistemleri.

Soniimsiiz ve Jiroskopik hareketi olmayan n serbestlik dereceli bir
titregim sisteminin hareketi

T4+ U= sabit Q)

enerji denklemi ile tanimlamir; burada potansiyel enerji U ve kinetik
enerji T, sistemin koordinatlar y; veya hizlar: jri cinginden kuvardatik
formdadar : '

R
U——Z"ZG:kyx‘yk— 5 ¥ Cy

P NT e 1, @
_Z? ik YeYr = 2Y y.

Fiziksel karakteri geregi T formu pozitif definittir; yani T pozitiftir ve
tam siikiinet hali 3;= o igin safirdir; buna kargihk U — y = o igin sifir-

noktasmm uygun secilmesi halinde -pozitif definit veya, belirli y; yer de-
gigtirmeleri icin geri gagmic1 kuvvetler yok ise, yarl- definittir. Kiigiik
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5=
mt

Sek. 26.11 2. Ornefe ait kesme kuvvetinin gecisi, efilme momenti ve burulma
momenti,

yer degigtirme ve huzlar igin genellikle ¢;, veya a;, yay - veya kiitle kat-
sayilari, y; yer degigtirmelerinden bagimsiz olarak sabit kabul edilebi-
lir (Kiigiik titregimler teorisi, lineer davrams). Paragraf 12.3 de tanim-
landig1 iizere ' denkleminin zamana gére tiirevi, hareket denklemleri sis-
“temini verir ;-

Ay +Cy=o |. , 3)

Sistem genellikle hem a;, kiitleleri hem de ¢, yaylar: bakimmdan bagh-
dir; yani A ve C kiitle ve yay matrisleri genellikle diyagonal degillerdir.
Sistem, a kiitlesi ile ¢ yaymdan olugan basit bir osilatérin ay +cy=o
titresim denklemi dis gbriiniiglindedir.

I Bak: K. Klotter : Technische Schw1ngungsleth 2. Basy. Bd. 2. Springer 1960.
K. Marguerre : Abrisse der Schwmgungslehre Stahlbgu Handbuch 1961, s, 386 -
423.
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. Genlik vektorii x ve -heniiz bilinmeyen- frekans w olmak izere
y=xginwi

yardimu ile (3) denklemi

'i(C-JLA)X:o' . | )

homogen denklem sistemine déniigiir ve burada ) = w? dir; bu, reel si-
metrik A, C matrislerine ait genel ozdeer problemidir; ve A pozitif

‘definit, C ise definit veya yari-definittir, Bu durumda

[de_t(0~kA)=0| - | (5)

frekans denkleminin koékleri olarak 3, = w? koklerinin tiimii, bilindigi gi-
bi (§15,5) pozitif definit A nedeni ile reel ve ayrica, pozitif (yari) de-

~ finit C nedeni {le negatif olmayan, yani pozitif veya sifir’a egitdirler :

izo].

ve hoéylece, beklendigi gibi w; = + \/ A Ozfrekanslar: da reel olur. Yine
§ 15.5 de gosterildigi gibi genlik vektorleri olarak n adet reel, lineer ba-
gimslz x; ozvektorii vardl'r; bunlara

Y: = X; (A, CO8 w; t + B: Sj_.ll W t)
dztitresim sekilleri kargiik gelir. Bunlarin siiperpezisyonu (3} denkle-

‘minin genel ¢oziimiinii verir :

1¥y=x1(41co8wt 4 Bysintw; £) + %2 (42coswat + B sin ws §)

+ .. x.(4drcosw, t + B, sinw, ), @

bura,dakl 2n adet A,, B; integrasyon sabiti, x; 6zvektorleri belli ise, 2n

adet yl(O) yl(O) baglangie kogulundan bulunabilir. Genellikle yalmz w;
tzfrekanslar ve x; genlik gekilleri séz konusudur.

Cok kath ); kokleri halinde dahi (7) genel ¢bziimiinde trigonomet-
nk fonksiyonlar diginda t zamanim kapsiyan yani tcos wt veya tsinwt
§ek11nde bir terimin bulunmamasi da dikkate deger. Yalnizea i, = 0 ké-
kil yani tekil fleksibilite matrisi C halinde, ilgili titregim, diizgiin A; + B;t
hareketine doniigiir. Bu neden ile hareket, tekil olmayan C igin daima
kararh (stabil) dir; sOniimsiiz serbest titregimlerde bir dalgalanma ola-
maz ve tekil yay matrisi halinde bile gercek anlamda dalga.la.nma. yeri-
ne belirli koordinatlarm yer degigtirmesi s6z konusudur.
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x, ozvektorleri sistemi bilindigi gibi asal eksenler sistemi adi veri-
len miikemmel bir koordinat sistemi gosterir; ve burada titregim denk-
lemleri de cok basit gekil alirlar. Bu amac-ile A ya gére ortonormlag-
tirlmis x; degerleri secilir.

X;A.Xk = Sik; . (83-)
“ve bﬁnlar X = (x;) matrisi ile Szetlenir ise |
' X AX =L (8)

bulunur. Bu durumda CX =AX A ile ozetlenen Cx, = uAx; Ozdeger
denklemleri X' ile soldan carpilarak

X 'CX = A = Diag (M) 9
yani ,
y=Xz : . (10)

ddniiglinall ile yeni ve sisteme has z asal koordinatlarma gecilir ise, bag-
11 hareket denklemleri sistemi (3)

i+tAzZ=0|, an
ayrintil ol‘arak
| 21 +M2="0 . .
Zs+ A2za=0 © (11a)
ot = 0

geklini alir. Burada hareket denklemleri birbirlerine bagh degildir; ve ¢o-
ziimleri dogrudan dogruya

z; = Ajcosw t 4 Bysinw; t
gy = Agcostpt + Basinuyt ‘ 12)

. olarak yamlabilir; ve buradan (10) doniigiimii yardum ile (7) ¢bziimil

y:21X1+22X2'+---+znxn . (73')

(7a) sekline girer. Pratikte asal eksen diiniigﬁniiiniiﬁ Bnemi yoktur.
Ciinkii uygulanmas) igin x; ozvektorlerinin bilinmesi garttir.
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 Asal koordinatlara gecig yolu ile bagin kaldirilmas1 imkani su so-
nuca yol acar; titregim sistemi; hareket denklemlerinin baglanma gekli

. gisteme has ve bu neden ile, titregim probleminin, titregimi belirten bir
pzelligi olmayip, o anda segilen sistem koordinatmin bir Gzelligidir. !

Titregim tekniginde sik rastlandig fizere bir yay - veya ivme bag-
lantisinin ya da (sénilm olmasi halinde) hiz baglantisimin farkli, olduk-

" ¢a yiizeysel ve sistem koordinatlarmin secimine bagh bir Sezlliktir. Tit-

regim problemlerinin, olayin esasma danayan. smiflandirtlmas) eleman-
ter bolenler teorisi yardimm ile elde yapilabilir. '

Genel bzdeger probleminden, ozel hale gecig i¢in § 12.3 deki uygu-
lamalara bakmz. .

27.2. Sontimli Titregim Bistemleri. Stabilite.

n serbestlik dereceli titregim sistemlerinde soniim terimleri de var
ise A eylemsizlik matrisi ve C fleksibilite matrisine ayni sekilde reel si-
metrik stniim matrisi B eklenir ve hareket denklemleri sistemi su gekli
ahr: - ' oo

Ay +By+Cy=o|. (13)

gergek soniim, -enerji kaybi- halinde séniim matrisi B pozitif definit, ve-
va hig olmaz ise, yari-definitdir. Aligilmig kuvvet formiilii -
y=xeM

halinde (13) diferansiyel denklemi, ilgili homojen lineer

hAv+Bx+mx=o

» (14)

denklem sistemini yani 3 ya gore kuadratik polinom matrisli genellegti-
rilmig 6zdefer problemini verir. Iigili karakteristik denklem -trivial ol-
mayan x; coziimleri kosulu_-

%mquL+Bx+0)=o| | (15)
olup bunun 2n adet ), kokil -yani ozdegerler- 2 n adet lineer bagimsiz x;
8z cHziimlerini verir ki, boylece sistemi genel hareket degigimi belli olur.

b D KLOTTER, K. : Kopplung mechanischer Schwingungen. Ing. - Arch. Bd. 5 (1934},

s. 157. — QUADE, W. : Uber die Schwingungsvorginge in gekoppelten Systemen,
Ing. - Arch. Bd. 6 (1935), s. 15-34.
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Titregim hareketi karakterinin ayrintili incelenmesi, elemanter bélenler
teorisi yardimi ile yapilabilir. Bu, n = 2 hali i¢in, Quade 'nin bir cabg-
masmda yapilmigtir. 'Y Ancak daha fazla serbestlik derecesi halinde,
ilgili incelemeler oldukeca kargik olabilir. Hareket degigiminin &zellikle-
rini belirtmese bile énemli stabilite sorusunu cevaplandiran titregim ola-
y1 hakkinda, Falk ¢ok daha basit tahminler yapmistir.2 Agagida bu in-
celemelerin esaslar verilecektir.

Falk problemi, hemen Hermitsel matris haline genellegtirir; yani

A, B, C’'nin Hermitsel, A ’nin poz1t1f definit olmasim ongoriir. Oz-
deger denklemi (14) transpoze x* vektorii-ile soldan garpllarak

AMEBL+0=0 o (16}

denklemi bulunur: ve bunun katsayilar:
A=x*Ax>0, . '
B =x*Bx, o an
| ¢ = x*0Cx,

. olup Hermitsel gekiller olarak, reeldir; ve bunlar arasmda lA, pozitif

definit A matrisi nedeni ile pozitiftir. Bu durum uyarmnca denklem A ya
béliinebilir :

M4bhto=0], | (18)

burada b,c katsayﬂarl A,B ve A, C matris ciftlerinin Rayleigh oran-
larmdir :

B
b‘Z T x*Ax'

a9 §

" (14) denkleminin gbziimii olarak her reel veya kompleks - x; ozvektori §

i¢in by, ¢; saydart bulunur; ve (18) denkleminin ADy . koklerinden bir 3

tanesi problemin ilgili ); dzdegeri olur. Verilen b, ¢; halinde genel c6- 3

ziim formiilii

1 QUADE ‘W.: Klassifikation der Schw mgungsvorgﬁnge in gekoppelten Strom-
kreisen. Leipzig 1933. Vgl. auch dieses Buch, 1. u. 2. AuflL 3
2 FALK, 8.: Kiassifikation geddmpfter Schw:ngungssysteme und Eingrenzung ihrer - |
Eigenwerte Ing. - Arch. 28 (1960), 5. 436 - 44,

~ tahminler yapihr.
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);-% %\/b*—-m: (20)
den kokiin ve buna bagh olarak ilgili ha-
reket degigiminin karakteri bulunur. Bu c
durum acik gekilde. b —¢ dlyagra,mmda _
gosterilebilir. Jekil 27.1. —

' \__A. Kamp/ex
dec=h?
,nsfab// Sf&'&'/

parabolii reel, kompleks A degerleri ara- 2 resl 3 Do
smdaln st belirtir. Bu smir parabolii- i \AA/\ \

niin" iist ‘yvarisinda b;, ¢; noktalari igin

kompleks kokler ve titregen hareket de- Sek. 27.1. b-c diizieminde

© gisimi sz konusudur. Denklem (20) uya- A-alani.

rmea b >0 ve ¢> 0 igin, yani ancak

A, B ve C matrislerinin tiimii pozitif definit olmasi ile, negatif reel

‘kisimlar ve soniimlii yani stabil hareketler soz konusu olur. b <0 ve

¢ > 0 yani

AveC pozitif definit, B negatif definit halinde ise, pozitif reel k-
sim ve kuvvetlenen yani stabil olmayan hareket degigimi s6z konusu
olur. ¢ < 0 bilgesi (definit olmayan veya negatif definit C) 1§1n basit
tahminler yapﬂamaz : .

Bu durumda_., X; dzvektiirleri helli tiegil ise b;, ¢; noktalarmim ke-
sin konumu da belli olamaz. Ancak oldukega basit yoldan b, c icin A, B

ve A, C matrig cifilerinin -reel- deger arahk-

lar1 geklinde smirlar bulunabilir. Ornegin bu ¢

matris ¢iftlerini X, Ve X,, maximum ve mini-

mum &zdegeri iteratif yoldan tayin edilir. Boy- y

lece (14) problemi igin b — ¢ diizleminde dik //
7

27.2. Bu deger arahfmmm, yukarda belirtilen '

diizlem bolgelerinde, 6rnegin sag iist bolgede A Al

sinir paraboliiniin {istiinde olmasma gore ha- Sek, 27.2, Ozdeger proble-

reket degigiminin karakteri hakkmnda belirli

dortgen geklinde deger araligi bulunur. Sekil

1

minin (14) bi, ¢i icin
deger alani,
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27.3. Egilme Titresimlerinin Hesabv Igin Bir Matris Yontemi.

" Cok acikhkh kirig ve gercevelerde egilme titregimlerinin yaklagik
hesab1 icin burada ve agagidaki paragraflarda problemi elemanter se-
kilde ele alan ve bu neden ile kargik sistemlerde uygulanabilen bir yon-
tem verilecektir. Tek kirig agklhgmn elastik ve dinamik ozelliklerini 4.
. mertebeden rijitlik matrisi Cp ve kiitle matrisi Mp ile gosterelim. Tiim

agikliklar icin ayni tipte olan agikhik matrisleri sistemin geometrik ve >

dinamik yapisim géz oniine alman belirli bagmti matrisleri yardum ile
O, M toplam matrisinde biarlegtirilebilir. BSylece slirekli probleme

Cy = A My (21)

geklindeki Matris - ozdeger problemi ile yaklagilmg olur. Bir ve ayni j
noktasmdaki w, cokmeleri ve ¢; donmeleri koordinat olarak alimsm. Boy-
lece iki j noktasmin arasindaki yani agikhk icerisindeki w(x) gekil degis-
tirmesine basit ve oldukca kesin. gekilde w(x) tiglinell derece enterpolas-
yon polinomu ile yaklagiriz ve burada her iki aciklik smirndaki wy, ¢;
gibi dort gekil degigtirme “mesnet degeri” olarak kullanilir. w;, g; koor-
dinatlar1 1,2, ...,n’e kadar indisli ortak y; igareti al{inda, y vektori-

niin bilegenleri olarak hesaba katihr. Mesnet kogullari nedeni ile orta- -,

dan kalkan gekil degistirmeler (6rmegin bir mesnetdeki w; = 0) bu w

1A sistemn koordinatlar: arasinda gosterilmemig-
i tir. p(p =1, ..., r) numarah tek agiklikl ye-
ni koordinatlar yani agikbik baglangicl igin

dir. Sekil 27.3. Bunlar i¢in vpi(j = 1,2,3,4)
Selc, 27.3. Agiklik koordinat- ortak igareti ve vp agikhk vektdri kullam-
' lar1. I, yani .

'])1 _w; vz_ r vs-—-w” rvﬁ— r
o= Wp, Vg =0p, Vg = Wp, Vp=9g.

vpl aciklik koordinatlar ile y; sistem koordinatlar1 arasinda belirli §&
ve kolayca gozden kagabilecek bir bagmti vardir. Bu bagmnt1 birer bag- #¥
lant1 - veya indis matrisi Kp ile gosterilebilir. Yalmz dik cergeveler ele } 3'
almir ise bir y; sistem koordinatimn ilgili p agikhigmda olup olmadigl ve &

igaretinin ne oldugu 0,1 veya — 1 elemanlarindan anlagiir, Kp matri-

sinin, dort véi agiklik koordinatina karsilik dért satin ve n adet y; sis- ]
tem koordinat: belirten n stitunu vardir; ve her siitunda sifirdan farkh ]

wp' , gp’ ve acikhik igin sonu iginwp” , pp” kul- |
g lanilir, Tek aciklik icin X, v, z kartezyen sis-
temi secildifinden bunlarmn isaretleri belli- .
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bir eleman .bulunur. Bir.,satu'm tiim elemanlar sifir ise yani mesnet ko-
sulu nedeni ile ilgili v,ibilyiikliigii yok oluyor ise bu satir ihmal edilir
ve ayni zamanda Cp, Mp acikhk matrislerinde ilgili satir ve stitun da ci-

zilir. Boylece v. agiklik vekt6rii ile y sistem vektorii arasmdaki su ba-
gmt: bulunur : |

Vo=Kp¥- ' (22)

r adet aciklik - indis matrisi K., ilerde kullanilmak amaei ile ve K. acik-
Iik sgeritleri iist iiste yazilarak toplam -indis ‘matrisi K ile gosterilir :
K,
K
K= e (23)
K, '

Biitiin bunlari Sekil 27.4 de veﬁlen gergeve Orneginde acikliyalim :

§=1 2 3 4 5
yi=¢u w0 Qg O3

2 \d = 92
(r j i
> L—‘Fz = ;-[T\; 3 1 Aakhk 1
! z 4 1 '
3 2 1 - Aciklik 2
% 1 —1
AR
At g8 2 ;| Agklk 4
Sek, 27.4. Ornek : Cergeve 4 i

ttresimi. — .
regimi Indis Matrisi K

27.4. Egilme Titresimleri Rijitlik Matrisi.

Elistik davramgm belirtilmesi i¢in C rijitlik matrisinin elemanlan

- olan ¢;, rijitlik etki sayilar kullamilir. Bunlar 13-k igin ¥ = 0 halinde

y.k =1 birim &telenmesinden veya dénmesinden ileri gelen K; kuvvetle-
ri veya momentleridir. Etki matrislerinin miimkiin oldugu kadar basit
sekilde kurulmasi istenir ise, bu gekil, degigtirme yontemi, statikte kul-

lamlan kuvvet ydntemine - birim kuvvet altindaki Gtelemeler =f;, yer

d.eg“isti_nneleri-tercih edilir. Ciinkii birim gekil degigtirme, k gekil degis-
tl.rme noktasi diginda ancak dogrudan dogruya i sistem noktalarma et-
ki eder. Buna kargilik birinci yiik, gekil degistirme olarak tiim sisteme

yayilir,
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Tek p agkhgma ait rijitlikler, vp = € biI“iIIl gekil degigtirmeleri al-
tinda zorlayier kuvvetler olarak tam statik yoldan bulunabilir. En Snem-
li olan sabit kesitler hali icin agiklik mafrisi !

‘ 12 61y —12 61y
El - z 2
R 2 2

61 21, — 61y 41y

geklini ahr; burada lp agiklik uzunlugu ve EIp efilme rijitligidir. Mat-

ris tekil olup ranki 2 dir, Ciinkii serbest aciklik 2 kerre serbesttir.
C; agkhk rijitligi
2AQ=V’Q CQVQ ‘ (25)

uyarinca Ap potansiyel enerjt (sekil degigtirme igi) matrisidir. Bu acik-

hk enerjileri A toplam enerjisinde ‘birlegir; burada yalmz su husus gz

onfine alinmalidiwr : genellikle bir y; sistem koordinati birden fazla vp!
aciklik koordinatma baghdw (K indis matrisinin i-ninci siitununda bir-
den fazla 1 elemam vardir). Yani (25) ifadelerinin toplarm diginda agik-
ik koordinatlarmin, denklem (22) 'uyarm'ca sistem koordinatlarma dé-
niigtiiriilmesi gerekir. Boylece, toplam enerji A igin

r

2 Ko CpKp ¥
e=1

r . '

: g=1 B
bulunur. Buradaki i¢ toplam sdyle olugturulur : Op agikhk rijitligi, ko-
gegen matris tipindeki
' ¢ = Diag (Cp) - (26)
yardime:l mafrisine cevrilir; ve bu matris sagdan soldan toplam'matris
K veya K ile carpilir. Bdylece basit yoldan sistem - rijitlik matrisi el-
de edilir :

C=KCK|. ‘ @0

Yay sabitleri ¢; veya C; olan yaylh - veya déner yayl: mesnetler halinde
e; w2 veya Cig? geklinde enerji ifadeleri ortaya gikar ki bu durum,

Iy Fiir Verinderliche Querschnitte vgl. die auf s. 417, Anm. 1, zitierte Arbeit,
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¢; veya C, yay sabitlerinin toplam rijitlix © nin ilgili kGgegen elemani-
pa eklenmesi anlamina gelir.

- 271.5. Egilme Titregimleri : Kiitle Matrisinin Kurulmas:.

En b.asi.t_§ekilde kinetik enerjiden cikarmlan kiitle mafrisi i¢in de
y.ukardakl gibi hareket edilir. Sinus titregimi halinde zamana bagh mak-
simum deger ‘
1 L
T = 5 wz.’.p, (%) w? (x) dx
.olul? 0 (x) _(genel]ikle degigken) kiitle yaylmasini gosteriv. Her agkhk
igerisinde bilinmeyen w(x) gekil degigtirme fonksiyonu yerine

o 4
w = Y H )
. A

tigliheti derece enterpolasyon polinomunu koyalm; buna ait Hermitsel
enterpolasyon polinomlar1 ise

Hi(x)=1—-3z*+22°
Ha(x) = (2—22 + 2Bl
Hy(x) = 322 —2
Hi(w) = (—2°+ 291
olup burada z = x/1 dir. Bylece acikhik enerjisi igin yine matris ele-

(28)

I .
mf = [pG)Hi) Hy(n)dn. (29)
0

En onemli olan sabit kesit haline ait agikhk matrisi sudur :

156 221, 54 —13%
2 —
M =U'QIQ 221, 4l 1319 3229
€™ 420 54 18, 156 —221,
I _ -
131, —3i5 —221, 41

(30)

 Acikhk koordinatlari, y; sistem koordinatlarma gevrilmek ve agiklik ener-

Jjileri toplam enerjide birlestirilmek sureti ile, rijitlik hali Su gi
. . ) nde oldugu gi-
bi sistem - kiitle matrisi elde edilir : ! e




o]

BT iy - S T

' Yay Sabitleri
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M=KMK (31)
ilgili yardimer matris ise sudur : ,
M° = Diag (M ). (32)

burada da muhtemel m; kiitleleri ve 6, dénme eylemsizlikleri M nin ilgili
kégegen elemanlarina eklenecektir.

" Saywisal hesap icin, referans bityiikliikleri olarak, -uzuniuk, rijitli%t
ve kiitle dagilim: alinarak boyutsuz biiytikliikler ile gahsmak tavsiye edi-
lir. Bu durumda, referans bilyiikliikleri agagidaki gibidir :

T, E Io, to
Uzunluklar Tp=1y/h,
Rijitlikler ag=EI o/E o,
| Kiitleler E.g = ppliro, m; = Mo 30.,@—5 = /1],

6 =6 WEIL,Ci=Cil/EL.

p acllart ve M momentleri yerine w,, K; ile ayni boyutiu
o =low, ¥ = M/,
biiyitkliikleri kullamblir ise w?’nin yerini boyutsuz
L '
EI

ozdeger parametresi alir. Tim formiillerde 1, p, m, ¢, ¢ bityiikliikleri ve-
rine fistii ¢izgili olanlar: ve Elp rijitligi yerine «; almacaktir :

27.6. B{il Titresimlerine Ornekler.

1, Ornek : Sekil 27.5 de goriilen degigken kesitli saftm egilme tit-
regimi hesab
Referans uzuniugu L, = 21, agiklik. uzunluklar:
_11 =_2 = %“:“1=4 ’ =2, we=wr =1

Rijit]jklér icin agagidaki iki aciklik matrisi bulunur :

il it
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— @ w; P w ¢ — ¢
» * *® * 12 3 &* 3
' * 18 05 1 3 1/ *05
Ci=38lv 37 3 |+ C=8{—'."%>
* 0,5 |3 1 305 % 1
ve bunlar toplam matrisde birlegtirilir :
P wy Py P2 AET El
8 —24 4 0y N I sy §
g | =24120--18] 6} __ , o
¢ =4 — 24120 10/ 1) 400, 7 P
0 6 1 2

Sek, 27.5. Defigken lﬁesit'li garft,

ayni sekilde kiitle matriside goyle elde edilebilir ;

4 2 —3 0
1 [ 2 es6 —22 13} 1 .
M="3656"\ —3° —22  6—1,5 . 1680 ™
0 —13 1,5 2

Sayisal carpanlar ayrilarak su doniistim yapilr :

C'y=3"M"y burada W =A/6720.
Tablo 27.1 de ilk iki §zdeger i¢in iterasyon, § 21.5 de tamimlanan yén-
tem (kesirli iterasyon) ile yapilmigtir. Yok etme igleminde (C°’m iic-
genlere ayrimasinda} tam sayilari saklamak amac: ile 3— ve 4— ga-

tirlar 4 ve 29 ile garpilmigtir. 3, ve ¥, nin hesab: igin Koch ydntemindeki
yardimer vektorier -

wi=My, h=wiy, Wi=w/k, wi=My.

geklinde yazilir. Cp = z'W%. yok etme katsayilarimin birinei adimi sonun-
da sifira gok yakm ve yuvarlatma hatasina bagh bir deger aldiklar: ko-
layca goriiliir.

Sonug :
hy=111,0245 ?&2=3071,86
0,662710 0,5606834
0,265995 —0,004487
Yi= Y= ; '
0,306268 —0,612314
—1 1

- Agllar y, cinsinden ve ]}, = 21 toplam uzunluk ile ¢arpilmug gekilde ortaya

cikarlar. ‘




473

472

2. Ornek @ Sekil 27.6 daki cergeve.
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E, I agiklik degerlerl gecilerek,

Referans biiyiiklitkleri olarak 1, p,
refere edilmis tiim degerler bire esit kilinir,

lar: ihmal edilecektir (EF = o).

ipded unwodseasyr wpdt ¥ eaa 'Y

w
B
N g
1vm.b
o
@ U
on
£ E
= B

Cubuklarin boyuna uzama-

Simetriden faydalamlarak yalmsz an-

linmag1 halinde, burada y, ile ¥ gek-
kten sonra indis mat

w, koordinatlar: gereklid

linde kullanilacak olan ¢i, Wi,
uyarinca agiklik koordinatlam secildi

timetrik titregim sekillerinin ele a

Ackhk 1

Aciklk 2

Aciklik 3

Aciklik 4

Acikhk 5

wuEREey dWge T HaUuIQ “ﬁ.bm.

Aciklik 6

4
P2 Wy

2
w

—

"

i

!

-

i

—t

-

= . EECE LGRS
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M = 2,24825 hp = 24,365
0.40798 0,30796
| 52592 [ —1,12136
1= 0,18726 Y2=1 119754
1,0 L0

¢oziimleri elde edilir. Bilegenlerin onemine uygun olarak, sistemin titre-
gim gekilleri vektdrlerden cikartilabilir.

277 Tekil Rijitlik Matrisi.

Sistemin belirli hareket gekillerinde yay baglantisinin hig¢ olmamasi
veya ¢ok yumugak olmas: halinde, C rijitlik matrisi tekil (pozitif yar:
definit) veya hemen hemen tekil (yaklasik tekil) olur. n adet serbestlik
derecesinden p adedi bhagsiz ise, p-kath 3, = 0 dzdegeri ortaya gikar. C
matrisi tekil olup rank diigimesi p dir : )

Cyl=o0 (i=1,2,...,0 | (33)
homogen sisteminin p adet lineer bagimsiz y? c¢dziimii vardir; ve bun-
lar gekil defigtirmemig titregim sisteminin, titregim olay1 Snemsiz ‘olan

hareket gekilleridir. Tekil C nedexni ile yukarda verilen gekilde ve sifir-
dan farkli en kiiciikk X, 20 Ozdegerine yakinsama halinde

Cy=\My (21)

problemi iteratif yoldan incelenemez. Bunun yapilmasi igih dzel tedbir-
ler gerekir. Ornegin problem, titregim olay: igin &l¢ii kabul edilen n—p &

gerbestlik derecesine indirgenmelidir. y° homogen ¢dziimlerine yine

. W= My} : (34
vektorleri kargt getirilir; ve her ikisi birer vektor sistemi ile gosterilir.
Yo=(y7,..., ¥}, Wo'—f(W?,..-,[W?,)=MYu- (36)
y° ¢oziimleri .
Y My = wl ¥, = bu ' (36)
ortonormlagtirma kogullarm, k1sé.ca ‘: 1
 YMYo=W,Yo=1 62) IR

denklemini saghyacak §e1£ilde secilmig olsunlar. Bu durum denklem (33)

deki gelisi giizel y? cbziimleri icin s6z konusu olmamakla beraber agagl }
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da ele alinacak uygun dilgiinceler yardimi ile daima saglanahilir, Tekil ve
C ile ayni rankli ve (21) denkleminde M nin yerini alabilecek

v

MDD =M — W, W) (37)

kiitle matrisini olugturalim. Ciinkil .(35) ve (36 a) uyarinea
MO Yo = MYo— Wo =0 '

gecerlidir; yani (83) denkleminin y cbziimleri ayni zamanda MYy =o
denkleminin ¢dziimleridir. Bu ¢bziimler ile digerleri yani i, 20 ait y,
dzvektdrleri arasinda s6z konusu olan ve kendilifinden saglanan

Y My, =0veyaW,y. =0

seklindeki ortogonallik nedeni ile

M(I) Y& =M Y.
gecerli olup bdylece (21) denklemi yerine
Cy= Mby (21a)

yazilabilir. _ ‘

n — p mertebeli indirgenmis €° ve M’ matrisleri asagidaki gekilde
elde edilir : C, M® matrislerinde, indirgenmis matrisler, tekil olmayaecak
sekilde segilen p adet egit ancak geligi giizel satir ve slitunlar cizilir. Bu
durumda gdyle kavranabilir : sz konusu satir ve siitunlar, sondaki p
adet olsun; ve :

Y = (81, .. .., €n_p, Yo,

matrisinin bagtaki n — p adet siitunlar birim matrisin siitunlar1 olsun;
buna karsiik sondaki p adet ise homogen c¢ozlimlerden olugan Y, mat-
risinden bulunsun. Béylece (fiktif olaralk)

A y=Yz

uyarmca yeni z koordinatlarina déniigiim yapalm. Bu durumda (21a)
denklemi

CYz= A MVYz

seklini alir; burada CY, MY matrislerinin ilk n — p siitunu, C, M®
matrisindekiler ile cakigir; sondaki p adet ise sifir olur. Tekrar simetri

saglamak amaci ile Y’ ile soldan garpim yapilarak




C'z =AMz

elde edilir; buradaki
=Y CY ve M'=Y MUY,

matrisleri €, MW" den, son p adet satir ve siitun yerine sifirlar konarak |

buluniye. Ancak bu durumda z vektdriiniin son p adet bilegeni dnemini
kaybeder ve bunlar sifira egitlenerek y = z bulunur. Bunun sonucunda
sifirlagmig satir ve giitunlarm cizilmesi gerekir; yani yeni denklem

Cy =AMy (38)

bu anlamda ele almmalidir.

Matrislerin indirgenmesinde yapilacak esas hesap igi - (denklem
(37) uyarinca kiitle matrisinin gematik rank azalmasi diginda - bior-
tonormlastinlmis ve ancak W, nin kulanldig ¥, ve W, vektor sistemle-
ri kurulmasidir. Homogen denklem sistemi (33)’in ¢oOzlimleri, ortonorm-

© lagtiriimamig gekilde bulunur :

Xo= (x3,..., %), MXo= Vo= (v0,. ., V)

Bilinmeyen ddniigiim mafrisi B halinde

Xo=YyR, Vo=WoR (39)

denkleminden,
g6z Oniine ahnarak .
N_—-X;ngR’YQWgR:R’R (40)

bulunur. Bu durum p-inei
matrisinin Cholesky yontemine gére (bak. 6.3) iist iiggen matris R ve

(36 a2) denkleminde verilen ortonormlagtirima kosulu g

mertebeden simetrik N = X'V, =X'MX,

bunun transpozesi B’ ne ayrilmasi ile gergeklenebilir. W, ya ait hesap

wurali (39) denklemlerinin ikineisinde verilmigtir; bunun igin, burada

simetrik Cholesky yoéntemine doniigtiiriilmesi gereken ve §9.3 de ve- §
rilen igleme bakinz Bunun nedeni Vo =MX, ve Wo=MY, bagintilarl- §

min degigmemesini saglamahdir. Serbest p koordinatlar: sayisi genellikle 1
prob- -4

kiiciik oldugundan ana hesap icin otomatik yol kullanilacak ise,
jemin bu &n iglemi ile de yapilabilir. ‘ ‘
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28. Lineer Diferansiyel Deuklem Sistemleri :
_ 28.1. Sabit Katsaylr, Birinci Mertebeden H omoj'en Sistemler.

-Sonlu serbestlik dereceli titregim sistemlerinin incelenmesinde de
s-ab1t katsayil lineer diferansiyel denklem sistemleri yani ¢bziimleri &zel-
llkle‘bfasit‘ olan, kégegen benzeri katsayiar matris sistemleri ortaya c¢ik-
mig idl. §imdi genel ve hatta sabit olmayan katsayill matris diferansiyel
denklem sistemleri de ele almacaktir. y; = x;{t) degiskenli, birinci mer-
tebeden homojen sistemlerin en basit halini esas alalim :, :

A =0 A1+ ...t G a ]
L

---------------

bu ise kisaca gbyle yazlabilir.

x=Ax | @

burada A = ('alk‘) .kare katsayilar matrisidir. Eger a;, gibi sabit katsa-
ylla.rv var ise, . c¢i mertebeden tek bir homojen diferansiyel denklemde
oldugu lizere, bir {istel gekil yeterli olur. -

Bu gekil
x = ¢ eM , @ .
ayrintih halde
=01 63.M
% = cp M @)
xn e cn e}bf

dir.. Bunun, tek bir diferansiyel denkleme ait ¢oziim geklinden fark: ¢
sabitlerinin yani bir e vektoriiniin ortaya glklﬁlalr; bu vektor titreg'n:'r:
tt?knigi diline uygun' olarak, genlik vektdrii admi alr ve 2 pa.r:ametresi—
nin bulunacak sayisal degerinin yammnda, ¢Sziimtin 6nemli bir parcasmi
olugturur. (2) nin (1) diferansiyel denkleminde yerine konulmasi halin-
de x = ax den dolay1, x vektorii igin '
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homojen denklem gistemi elde edilir, burada trivial olmayan x ¢bzim-
leri icin gu kogul 86z konusudur :

E@HAFLD=0L ' (4)

Boylece (1) diferansiyel denklem sisteminden katsayilar matrisinin
“szdeger problemi” ortaya gikar. Matrisin karakteristik denklemi, dife-
ransiyel denklem sisteminin karakteristik denklemi olur; bunun n adet
kokil yani matrisin 4, ozdegerleri, denklemi (2) den birer ¢dzim icin
“bulunan ), parametresinin degerleridir. Ornegin bilegenlerin et gibi bir
ortak carpani, denklem sigteminin homojenlifi nedeni ile, gnemli olma-
digmdan igili x; szvektorleri “genlik vektodrleri” saylir ve bunlar icin
¢ yerine x; yazlabilir. Bu x; szvektorleri herhangi bir gekilde normlag-

timlrug sayilir ise gOziimde her x, igin serbest bir A, carpam ortaya ¢l i

kar. Bu
A:x: e }‘:‘ t )

| . .
tek goziimlerinin siiperpozisyonundan, (1) in ¢bzimil

x=4 X187“1*+ Aj X3 67“2‘ + ...+ A X g’ (5)

_olarak bulunur. Eger A matrisinin n adet x; Szvektorii lineer bagimsiz |
secilmig ise bu, problemin n adet A, gerbest integrasyon sabitli “genel

¢bziimit” olur, Ciinkii bu ancak gtz konusu halde ve

S A Xt Asxo .+ Aa¥e = Xo 6

uyarmea, n adet keyfi x(0) =X = () baglangic kogullarina uyabilir }

veya, x; 0zvektorlerinin, tekil olmayan X matrisi ve a = (A ,A:, ..
vektorii halinde kisaca .

Xa = xo NG 2
yazilabilir. Aranan A, integrasyon sabitlerinden olugan bu lineer denk- 1
lem sistemi, keyfi x, baglangic kogullari sag taraf olmak fzere ancak J¥

., An) W

ve ancak, X tekil olmayan ise veya A matrisinin n adet lineer bagim- §&

siz x; Szvektorii var ise yani A kisegen benzeri ise, cdzillebilir.

n.oi mertebeden tek bir diferansiyel denklemin gemel gBziimiinde, ' 3
karakteristik denklemin % gok kath kokler olmast halinde, ¢t nin yanin- J
da p — kath kokiinde te't, 12 e, ..., tr-! et geklinde terimlerin de orta- J
ya cikmasina kargihk A katsayllar matrisi kdgegen benzeri yani A — g
karakteristik matrisinde yalmz lineer elementer bélenler oldugu siirece:

479

('1) difer?:nsiyel denkleminde bu durum sz konusu degildir. Coziimlerin
hnee:r bagimsizhign kismen egit iistel fonksiyonlar halinde bile yalmz x;
genhk vektorlerinin lineer bagimsizligl ile saglamr. Cok kath kékler ha,-1
linde lineer olmayan bélenlerin ortaya c¢ikiga ise durumu degistirir,

Ornek :
5_‘1=—2K1 + 2% 3¥s
X2 = 2% + %z — By
xs= —%1 — 2%

-2 2-3 .
A= 2 1—6 | matrisinin 6zdegerleri h =ky; = — 3,

s o 7\.3 =5 ve
ilgili iig baZimaiz Gzvektor:
—2 3 ' 1
X = 1}, =1 0|, x3= 2
0 1 -1
Bdylece genel ¢bziim ;
— 2 3 1
X = l1jAde™™ 4+ | 0 |Be™¥ + 2|10¢e*
0 1 -1
veya
wm=(—2A4+ 3B e ¥ + (¢
*p=Ae ¥4 20Ce™
Ka = Be_St__o'eSt .
olur, Ornegin
#m{(0)=8, %0)=0, %(@=0
baglangic kogullari icin
—24+4+3B4+ C=8"
A +20=0
. B— ¢=0
denklem' sisteminden A = — 2, B=C=1 integrasyon sabitleri, yani

baglangie kogullarina uyan gu 6zel ¢bziim bulunur :
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= Te¥+e
= — 2¢7% + 2%
%y = 6—31 _ 65! ' s

(1) sisteminin, x, baglangic kogullar1 kapsayan bir ¢bziimii

0

At
]x:e Xo

seklinde yanl » = ay diferansiyel denkleminin x = xe* ¢bziimiine tama-
men benzer olarak elde edilir. Giinkii t =0 hahnde eAt matrisinin I birim

matrisine. déniigmesi sureti ile denklem (7), x = Ax diferansiyel denk-
leminin ve x(0) = X, ba.glanglg kogulunu uaglar Bu B = eA* matrisi ya
seri geklinde,

B=e"'=1+At+§—,A2‘t2+... | (8)

olarak ifade edilebilir ve boylece B matrisine, belirli t-degerleri igin
Ants = (A t)® matris kuvvetleri bulunarak istenen hassasiyet ile yak-
lagilabilinir. Bunun igin ), dzdegerlerinin bilinmesine gerek yok olur. Bu
yol hesap makinalarimn kullanlabilmesi halinde tavsiye edilmeye deger.
Ancak normal ¢oziim yolu B matris fonksiyonunun, iginde A min 3, 6z-

- degerlerinin de bulundugu A matrisine ait ¢(A) ersatz polinomu ile ifa-

de edilmesidir. (Bak. 20.2) m ()) minimal polinomu gok sayida i, sifir

noktalarma sahip olmak fizere - ki bunlar karakteristik denklemin gok

kath kékleri de olabilir - A kogegen benzeri mairis ise

s )"O" :
B=cM=9¢(A)= € m(A) ' 9
, ¢§1 molg) . i
olur; burada . :
mQ@) o 3
me () = -

dir. m(A) = O nedeni ile

m(A)xo=(A — kgD m (A)x0 =0,
olur; yani, herhangi baglangic vektdrii x, halinde

mg (A) X0 = X4
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% ya ait bir 6zvektére egitdir. Ancak biiyiece (9) ve (10) ile birlikde
denklem. (7),

. s .Aoo-t )
x=eMxy= ° _ x;, © (1)

£ mglhg)

gekline déniigiir ve bu, A, integrasyon sabitlerinin baglangi¢ kogullarma
uydurulmasi ile denklem (5) den elde edilecek olan ve x(0) =X, baglan-
gi¢ koguluna uygun olan ¢dziimdiir. - Sdylediklerimizi yuka,mda verilen
ornek ile agiklayalim. Bunun igin

nil) = (4 3) (A—5)
=3 md)=4—35, md)=m=-38
=5 myd) =2+3, my(d) =my= 8

| . —7 2 —3
md) =A—5I=| 2 —4—6],
—1 —2 —5

| 1 23
_ma(A)=A+3I= 2 4—6).

ditr. Yukarida secilen t—2 3

baglangig kosulu halinde

ve dolayisi ile

7 ‘ 1
=|—-2}e™ + 2|e*
1 -1

bulunur ki bu da yukaridaki &zel gOziime uygun olur.

31
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28.2" Lincer Olmayan Elementer Bilenler lgin Durum.

Eger cok katll ozdegerler halinde A matrisi, lineer bagimmsiz 6z-
vektorlerin tiimiine sahip degil ise (5) c¢bziimiin herhangi X, baglangic
kosullarina, uygun ifadesi milmkiin olmaz. Kogegen benzeri olmayan by
matris yani lineer olmayan elemanter bolenler halinde (1) denkleminin

genel ¢bziimiinil bulmak igin; n. ci mertebeden tek bir diferansiyel denk- .

lemin }; ¢ok kath kéklerinde oldugu gibi,

‘x=c(t) eht| (12)

seklinde bir garpan olugturulur; burada C(t) bir genlik vektdriidiir;
ve elemanlar, t cinsinden ve dereceleri halen belli olmayan polinomlari-
dir, .
x=he @) e+ o) eM

nin diferansiyel denklemde yerine konulmasi ile, denklem (3) tin ge-
nel gekli olarak. . ‘

(A —2De®=¢(®) 13)

bulunur. Polinom vektorii e(t) igin

| ) =X PO + 2P () + ... x° PE(t) 4 (14)

yazilir; burada P(t) belli olmayan e halinde, (e — 1) inci dereceden bir

polinom olup

. L'2 .te—I
P(f)=A—;_-Bt+C‘m+...+E(e_1)! (15)

seklinde ifade edilir ve boylece
x(@)=c(0=Ax'+Bx+..,+Ex’ (16)
bulunur ki burada x~ bilinmeyen - lineer bagimsiz - vekfﬁrleri gosterir,
Buna gore
e =x"PO+x*P@+...+x P, an

olmagsing kargihk P@®(t)= 0 nedeni ile son terim ortadan kalkar. Denk-
lem (14) ve (17) nin denklem (13) de yerine konulmasi ve PO(t) tiirev-
leri igin katsayilar kargilagtirilmasi sonucunda X* vektorleri igin gu on ka-
buller bulunur ; ‘
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(A—ADx?=x?

(A—ADxl=g9 ‘
(18)

Bunlar ise §19.4, denklem (17) de ortaya cikan t basamakll X7 asal
(ana) vektorlerinin tamim denklemleri olup 1. basamaktaki x! vektori
dzvektorleri olup 1. basamaktaki x' vektorii dzvektore esitdir.

d< p olmak iizere, karakteristik matris A — AI nin rank diigmesi d

" jse p-kath ozdeger igin, bilindigi gibi, d adet lineer bagimsiz Gzvektdr

vardlr (linecer olmayan elemanter bolenler hali). Bu durumda, §19.4
ve 19.5 de gosterildigi gibi, d adet x!,x', ..., X,' Ozvektorii o gekilde

. gecilebilirki denklem (18) deki kural uyarmea herbirinden belirli e uzun-

lufunda bir ana vektdr zinciri olugabilir. e. = 1 hali de bu arada ortaya
cikabilir. A matrisinin toplam olarak, » =12 ...k ile numaralanan wve
kendilerine - imkan oraninda egit - k adet zdegerin tekabiil ettiki k
adet lineer bagiumsiz %, = x,, dzvektdrii var ise A matrisinin J Jordan’
formundaki elemanter terimlerin mertebeleri olan e. asal vektor - zineir

~ uzunluklar: problemimiz i¢in onem tagmnan ). Ozdegerlerinin ¢ok kath-

liklarm belirtirler. Bunlar matrisin, “karakteristigi” ile Ozetlenen sayi-
lardir yani gercek ¢ok kathliklar: gdsteren yuvarlak parantezler burada
Snemsizdir. Bir agal vektdr zincirinin baglangic (ilk) terimi olarak her
x4 dzvektoril igin ‘

X, (0) = ¢, () erxt| (x=1,2,...,k), (122)

seklinde bir diferansiyel denklem ¢oziimii vardir ve her Cx(t.), denklem
(14), uyarmea, e —1 dereceli bir P«{t) polinomuna sahip asal vektdr

.zineiri ile bellidir. Denklem (12a) daki miinferit ¢oziimlerden genel ¢6-

ziime wvarilr ;

x() = e () eMt+ ..+ cx (B) e | (19)

Buradaki n adet A.,B.,..,{(x=12,..,k) integrasyon sabiti, her-
hangi baglangic kosulu x(0) = X, halinde, katsayilar matrisi n adet ba-
gims1z % 8z - ve asal vektorlerinden olugan hir denklem sisteminden
hesaplanabilir.

A
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- ('5rne§in n = 9 halinde A matrisinin karakteristigi [(2, 1, 1) (3, 2)] Hesap, § 6.5 deki boliim olmayan algoritma, ile yapilir. Vektorler gbyle
ise yani 4 veya 5 katl }; =a ve ), = b gibi farkh iki dzdegeri var ise, ayrir : ) :
‘nokta gemas1 ve asal vektdrler sistemi gyle olur: : ' A Y.
M=a:x=1.. xix?
2. X
3. x] ]
A2=b: 4 ... xixix?
5.. x; x: . 3 2 0 5-:}
Boylece diferansiyel denklemin genel ¢bziimii bulunur : . ' / 2 0 1 | &
| T o o -
w(t) = [(Ay + B ) & + By i) &' + A, w3 ! + Ay ach e ﬁ' _ 2 _ ._,6_" o I
- £y 4 e y —95 0 0 |&
+{|4a+ Byt + Cyy @y + (By -+ Cyt) i + Co x| ] ‘
i 1
. As + Bgt) @l + Bs af] &t ' ' ’ 2 0T
Ornek : + U 5 + Bl xs + Byl e —_ —2 4 | >t
b= 2dmA+18m—27xm+84 | T T T T T 1 o .
g2=—19x1—147€2+24x3-—6x4 _ _*___O.r_—i—--no— —h
k= 0%+ 82— 104+ 415 : 14 13/2- 0 | * =}
x4= 19x1+16x2_'24x3+8x4. ' : i
Matrisin dﬁxﬁt kath ozdegeri A =2 ve karakteristifi [(31)] dir. Bu : Daha kiigiik basamaklara inig yoiu:
durumda asal vektorler agagidaki gemadan bulunur : ; ' '
- ‘ . A—AI" a  x @
6z ve asal vektorlerin hesabi : i
3 22 18 —27 8 8 5 2
A - o oze i ,
AL T f 49 —16 24.—6 | 14 o 1
22 18 —27 8 2 s : 0 8 —12 4| 132 4 2
—19 —16 24 —G 1 0 i 19 16 —24 6 0 o —
10 8—12 4 2 4 ;
19. 16 —24 6y % |—1 0 | COZUM :
. 4 3 :
¢ 22 18 —27 8 4 0 ] 5 I( P . A
: ; x) =4 Bit--Ci—|al 4 (B, + Chx?+ C ol - Ay e
—i5]—0 15 20| 2 1 | 60 95 i S ’+12)‘1 B A m T hmm A
10 — — 3 . ‘ . ;
o 13 | g g (5) 2 g g | . veya sabitlere gore diizenleme ve Ci/2 yerine C, yazilmas: hahz‘ld_e,
¢ 3 2 0 } 2 0\ 5+2t\ 16+10¢+2t2\
-2 2 0 4 ; I 30 t A[2 + Fle e
S e e il 1 x(f) = 2 Ay + 2 4z + 4+ 2t B+ 13 + 8t-—|—2t2| t
36 o o] e o : -1) o — - )
8 —95 0 0| <« —1 -" -
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daha ayrmtili olarak

% =[24, T +20B 4+ (164100 +28) ]
Ho=[ Ay 43 4y 4 ¢ B, + (1f2 +2) G o
Hy=[2A1 24, (4420 B+ (13 484+ 218 C,] 2!

%= [— 4, — ¢ B, — 2] et

olur,

28.3. Yiiksek Mertebeden Sistemler.

Simdiye kadarki iglemler sabit katsayil homojen denklemler halin-
de yliksek mertebeden diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimiinde de
kullanslabilir; ¢iinkii tiirevlerin yeni degigken saylmas: ile yiiksek mer-
tebeden denklemler birinci mertebeden sistemler indirgenebilir.

Bu durumu, sabit katsayih denklem sistemlerinin ayrmtilar: ile in-
- celendigi Routh! un dinamik kitabindaki hir 6rnek ile agiklayalm.

D =d/dt yani %= Dy kisaltmas: halinde érnek
(D—1P2D+1) s, —D—1){D—2)2,+ (D—1)}x,=

3(0—1P%u—D—1){D—3)x
(D—1)2x + {D—1

geklinde ifade edilebilir. Geneliikle bu tip denklemler matris geklinde ya-
zilabilir. ' .
F{D)x=o0 (20)

Alisilmis iistel ifade

x =ceM

genlik vektSriine ait homojen denklem sistemine gétiiriir.

D Routh B.J.: Advenced rigid dynamics. 6. Aufl. London 1905. — Almanca ter-
clime : Die Dynamik siarrer Ktrper. Bd. 1, 2. Leipzig 1898. Insbesondere Bd. 2,
5. 236 - 241,
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|me=o 1)

burada F(2), A cinsinden polinom matrisi olup Srnegimizde

) (A —1)
3 A—1p —(A—1)(3—3)2G¢—1)§.

- (ﬁ.-_—1),

(—1F A1) —(A—1(R—2)
F(}.)m(

A—1  (—1)

dir. Karakteristik denklem

detF(A) =0 (22).

bu halde detFQ)=-0—-1)°=10

geklini alir yani alt: katl A = 1 kdkiine sahipdir. Buna g&j-re problem 6. c1
mertebedendir ve genel ¢dziim 6 serbest sabiti gerektirir.

Coziimiin, o yukardaki boliimde verilen metodla yapiimast icin aga-~
#1daki yeni degigkenler yarduni ile 3. mertebeden, sistem 1. mertebeden
gisteme indirgenir.

Bl1=H1 B4 =Ny Rpg— A3
By = ;C], 25 = 3;:2
23 = 5€1

Bbylece ve ayrmtili yazilmig

W — g — & Ayt FAy— 24+ Xy— X% =0
3% —6 + 32— X+ 4% —3 2+ 24— 2% =20
B2+ % b kR — Xyt Ay— Hp=0

1. mertebeden sistem
Bz+C0z=o¢

Seklinde elde edilir; burada B,C katsayilar gemalan agagidaki tablo-
da verilmig olup




I |
488 | 489
_ 1z 4 oz I 4 L T
z=Az : 1 —1
normal gekline doniigiim yapthr ve BA +C =0 denklem gisteminin go- g 1 —1
ztimil, .olarak A matrisi goyle bulunur; ; o 1 1 1 QR R R S S _
B C
i 1 —1
01 0 0 0 0 | 2 6. 3 42
6 0o 1 o o ol - 12 1 —1 +1—1
a—| *73 3 0 0 o 0 0 1 0 1—1 1
0 0 0 o 1 ol 1 1 0—3 02 2 1
I 1—= 1— 2 o | gy 0 1 3 0 1— 1
—1 2—1 41-—1 1 | T o0 0 0 0—1 1 1
. . 0 0 0 4 2-—i "
6 kath X =1 dzdegerine sahip bu A matrisi yukardaki bélimde oldugu | © 0 0 0 0 1 !
gibi incelenecekdir. Karakteristigi ((321)) olarak bulunur. Oz- ve asal |
vektorler sayfa 489 ve 490 daki iki semada hesa.plammstlr l{ A ‘T}-I Er 7
Buradan z = «;, 2, = %, % = %; bilegenleri bulunur. { ~1 414 0 .0 0 O 1 0 2
} 0 —1 1 O 0 O 1 ¢ 1
‘ . - o 1 1—3 2 0 0 O 1 0 0
1 —1 ¢ 1 —¢ 842 I 0 06 0—1 1 0 0 —1 1
() = [ 4, )-{-B1 — F-t]|+ G ‘.l—t-l—t”/z) : 1—2 44— 1 0 0 —1 0
" —1 —t — ¥ ‘ 42— 4—1 0 Yy 0 1 0
. 1) 2—t 0 ] -
+ 4zl 0+ B, 1 +45|1)|¢- ' 3 —1]1 0 0 0 0 1 1 1 2
0 ( 0 0 F o—f1 0 0 0 | —2—1 1 1 1
] 12 0 0 0 © 1 0 0 0
Integrasyon sabitleri %1, %1, %1 ; %2, %2 ; %, gibi alt: baslangic kogullarindan : 00 OIZI 1 0 0—1 —1 1
veya bunlara tekabiil eden z,,2,2, 2z, 25, 26 degerlerinden yani z(0) 1 1t— 00— 0-0 0 1 0 0 0 0
= 7, vektoriinden tayin edilirler; bu ise, z; 6z-ve asal vektdrlerinin - -1 1 0 10 0 0 o 1 0 0 0
tekil olmayan matrisini havi bir denklem 51stem1d1r “ - :
f z 1 1 14 0 0 0
. ( z 0o 0 0 1 1 0
28.4. Homojen Olmayan Sistemler. { zZ 0 0 0 0 o t g N
2 2 —2—1 0 0 0 0 —1
Birinci mertebeden, homojen olmayan bir sistem igin tek diferansi- k| 72 0 0 0 1 0 0 —1
yel denklemde oldugu gibi ¢bziim “sabitlerin variyasyonu* metodu ik 4 Pl i N A D T
yapilabilir. Sabit katsayilar yani r(t) pertiirbasyon fonksuyonlanmr ' !

verilmig r(t) vektorune sahip




]
4
f
1
90 ] , 491
. : .
1 4 —1 : :
—2 —q 1 x= Ax+r(i) . (23)
t 0 90 geklindeki bir denklem halinde homojen denklemin
0 -1 1
0 1 0 _ Z = g™y
0 0 1 Seklindeki ¢oziimii esas almir ve homojen olmayan sistemin bir ¢ozii-
mii elde edilir : '
0 0 0 1 1 1 0 0 0 .
o o 1 o 0 0 41 1 9 x=eMy (D) (24)
0 0 i 0 0 c 0 0 1 : burada y(t) daha belli degildir
0 —1 1 —2 — 0 0 0 © ! _ = Ax 4Ny
0 —1 1 6 0o 0 1 0 0 ;|
e i :3— ST oo T e T o . | nin denklem (23) de yerine konulmas: ile
Aty (t) = x (1)
0 0 0 1 1 1 0 0 0 — 23 |
3 ve buradan, tekil olmayan e** nedeni ile,
0 0 1 0 0 0 1 1 0 *al | | )
0o 0 —t 0 —1 —1 1 | y=er() ,
_0 r _1 1 _1 - ‘":,)_:1 - "0 —_“;,"'_‘1'“ - 6" " 1 Jbulunur. x(0) = x, baglangiec kogullarmin gdz online almmasi ile integ-
S - = ] rasyon igleminin sonuncu
0 —1 — 2 1 0 1 0 0 -] o ,
]— — | — 0 o—t o o | 'j . . y® = [eMrmd+x
R 0
: olur ve boylece ¢dziim olarak -
4—21 2 & & #5 2 % 1 I
: ‘ ¢
—t 1 0 0 0 0O 1—1 A 2 -1 0 ] X () = er %0+ e J'e—A'x(t) at |, ‘ (25) °
0o—1 1 0 0 0 0 0 1 1 — 0 ', , v \
1—3 2 0 0 0 0o 1 1 VI ; . . : -
0 0 0—4 4 o0 1 —1 1 (1) (1) (1) . -, clde edilir ki bu, birinci mertebeden tek lineer diferansiyel denklemin
12 4-—4 41 o 0" o 1 1o ) coziim formiiliiniin kar§1tld.1;'. :
-1 2—1 1-—1 0 0 0—1 0 0 0 Ancak genellikle - tek diferansiyel denklemlerde oldugu gibi - homo-
: jen olmayan sistemin, r(t) pertiirbasyon fonksiyonuna uygun x,(t) dzel
Coziim : gbziim gekli ile ¢dziillmesi denenir. Bu ‘durumda genel ¢éziim
o ; | x (@) =28 + x1 () ' (26)
) 2() = (A2l + B (i + 218 + G (2% + 21 ¢ + =1 ££12) .3 ‘

' . olup z(t), yapist ilk iki boliimde belirtilen homojen sistemin genel ¢ozii-
miidiir. Bu ¢tziim yoluna basit Srnekler ile aciklayalim. '

+ Ay 2} + By (B + 231) + Ay &) €
3

i}
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a) Kuvvet (Us) :‘ ' _ '
' T @ =rot™ |, m=01,2 ... - (27)

pertiibasyon fonksiyonu icin

(X =0+ mtt. . +ant” | (28)

polinom ifadesinden, katsayilarmn kargilagtinlmas: ile,

A g = ay
A =28, (29)
Agdp1=may

Aa, = —1Ip

kosullar1 bulunur.

A tekil olmayan ise buradan, sirasi ile, keyfi r, vektoril i¢in a.,,

By, .-, B vektorleri bulunur. Fakat A tekil, érnegin rank diismesi 1
ise t-kuvveti ile genigletilmis polinom ifadesi '
sy (£) = 394 At + ovv + Bpgr E7H (282)

hedefe gétiirtir; burada a, degerleri, (29) benzeri sistemierden bulunur.

b) Ustel fonksiyon :

20 = me™ (30)
halinde,
x, (£) = ae* (31)
jfadesinden
i A—ala=—r1o | (32)

I

bulunur ve bu, nin, Ann A pzdegerlerinden biri ile gakismadifl yami
o %, oldugu siirece keyfi x, igin ¢bzillebilir. Fakat o = ; halinde, (32)
genel halde ¢dzillmez. Bu durumda

x; = (@t +bye?, 2=Mh © (31a)

dan
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A—MDa=o | {32a)
(A—NMDb=2a— X ‘ (32b)

bulunur. Keyfi e, 6zvektoriine sahip a = ce;, 0 ye egit kibmtr ise, ¢ ¢ar-
pam homojen olmayan (26) sisteminin coziiniirliik kogullardan elde edi-
lir, bu ise bir b vektoril verir. '

¢) Dairesel Fonksiyonlar :

r(t) =rocoswt 4 sosin wt ’ - (33)

pertiirbasyon fonksiyonu ig¢in

Xi(f) = acoswt + bsinow? } (34)

ifadesinden a,b cinsinden bir denklem >sistemi elde edilir.

(A —ml)(a)__(ro)
wl A b 8) '
bu ise, burada orfaya cikan ve kompleks B = A -+ i w I matrisi ile eg an-

lamli olan matris, tekil olmayan ise keyfi ry, s, igin coziilebilir, bunun
icith 6rnek verelim : :

(35)

% = %1+ 3%z

% =% — % + 8s8in2¢.
1 3 .
A= ), A =2, h, = — 20z degerleri ve

() ==

Szvektdrleri halinde homojen sisteminin genel coziimil

z=A(3)62‘+B( 1)9—2f
1 1

olur.

o b0
|

oMW

RHON
|

H WS

matrisine sahip (35) denklem sisteminden
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»= (g v=()

ve dolayis: ile genel ¢oziim bulunyr :
=3A¢e"+ Be ¥ —38in2¢
%= Ae?—Be *—2cos2t+ sin2t.

28.5, Sabit Olmayan Katscyilar.

Diferansiyel denklemin katsaylart yani A matrisinin elemanlari

artik sabit degil de bagmmsiz degigkenlerin a,, = a;(t) seklinde fonksi-

yonlar1 iseler yalniz 6zel hallerde kapall ¢oziim miimkiin olur. Sayisal
veya grafik metodlarm istenmemesi halinde genellikle seriye agmm kul-
lanilir. Burada seri geklinde iki ¢6zliim verilecekdir. Once

X = A® x() : (36)

geklinde verilen homojen sistemi ele alalm : burada A(t) matrisinin
a; = (t) elemanlar), tnin siirekli ve istenildifi kadar tiiretilebilen fonk-
giyonlar olsunlar. Ayrica bunlar tye gore kuvvet gerilerine acilabilsin-

ler ve boylece A(t), belirli b1r t-araliginda yakinsak olan sabit A, mat- -

risleri cinsinden |
A(t) =Ag+ At + A2 4 .., , © @3N

kuvvet serisi olarak yazilabilsin, Boylece

xf) =a,+a i+ a2+ ... . (38)

den agagidaki denklemler elde edilir :

Aya, = «a,
Aga, -4, 4y= 24,
Aya, 4+ A a Ay =311y

bura.dah da a. vektdrleri swrasi ile x(0) = x, = a, baslangic kosulundan
bulunur. Burada yakimnsaklik sorunu ele almmamigdir, Yakmsakhk ha-

* linde, serinin yeterh sayida teriminin de alinmasi ha,hnde denklem (38)

den, belli t ig¢in bir yaklagim elde edilir.

v o e P Al F T o

e
——
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Picard - iterasyonu yolu! ile Dbir difer seriye acimn ortaya gikar.

.Bunnu icin denklem (36) integre edilmig

x(f) =% = f A x(t)dr - 40
geklinde ya.zih ve, x.(t), v. ¢i yaklagim olarak iizere, bu bagint1
Xyp1(f) = Xo + fA(-c)xU (<) d=, S

iterasyon kurah seklinde kullamhr, Baglangig yakla§1m1 olarak x,{t)} =
X, = x(0) = sabit segilir ise 1. yaklagim olarak

’ t
mm=m+IAMMm

bulunur. Bunun denklem (41)in sag tarafmda yerine konulmas: ile 2.
yaklagim elde edilir.

7 t . 4 K71 .
x5 {¢) = X0 + fA(T)d1x0+ J‘A('rl) J'A(Tz) dra dr1.
1] 0 0 :

Bu gekilde devam edilerek ¢dziim

[x@=o5@) xg"! (42)

) 1 - - - » - - .
geklinde bulunur; burada sonsuz bir matris serisi yani A matrisinin mat-
risant denilen

f 1 Ty
Q@A) =1+ [Aldn+ fA(-:l)fA(-cz) dy dy +
0 0 0

: o Ty
+ j A (1) j A(72) j A(ts) drsdtpdry + ... : (43)
0 0 0

veya biraz daha bagka olarak

D Balamz: Praktische Mathematik [15] s. 451.°
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QHA) =T+ AN+ AC + AG + ... . (43a)

g6z konusudur; burddaki itere edilmig A® matrisleri agagidaki kural uya-
rinca bulunur : ‘ ‘

AN = f‘A(-;) dv, BO{E) = A AWy
0

AB() = 6]5 BW{I)dr, B () = A() A2ty (43b)

ABYE) = : B®(z)dr, BOy = A(2) A

.......................

Eger a;,(t) ler, t nin siirekli fdnksiyonlarl iseler (43) serisinin her A
matrisi igin t ye gbre terim ve uniform yakinsak oldugu gbosterilebilir. !
(43-a) terim terim tiiretilerek ve

d%- AW (1) = BO—D () = A@®) ACTD (&)
den, ayrica (43-b) , _
L ojm=am@), (44)

'ba,gmtlsfglkar ve, ayrica gosterilebilecegi gibi,

bu seri de her A matrisi i¢in t cinsinden uniform yakimsak oldugu igin

terim tiirev almabilir ve béylece denklem (42), x(0) =X baglangig ko-. ,.

sullu (36) diferansiyel denkleminin bir ¢oziimi olur.

" A = sabit geklinde bir sabit katsay halinde kolayca goritlecegi tize- |

re Qt(A) .
2
Q{,(A)=I+At+A'2% +... =

fistel serisine ‘yani denklem (42) deki ¢oziim denklem (7) ye donfisiir.

Ancak genel olarak Q(A) t =0 noktasmdaki x ¢bziimii ile herhangi

t noktasmdaki x(t) ¢oziimii arasmndaki bagntiyr veren ve 26 da kulla- 'ﬁ

nlan “tagima matrisini” gosterir.

) Schmeidier 'W.: Determinanten und Matrizen [12] s, 137..
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ftere edilmiz A® matrislerinin, denklem (431b) deki kural geregin-
ce bulunmasi genellikle ¢ok zordur. Dolayis: ile ancak denklem. (43 a)
da az sayida seri teriminin yeterli olmasi halinde, bunlarin pratik de
kullanilmas: tavsiye edilir. Bu durum, 0, ...,t esas aralifinm

O bt itaeee eantnte. tn=1

kismi araliklarina yeterli &lciide ayrilmasi ile saglanabilir. Buna gére
ara noktalarda

x1 = x(t) = 04 (A) x
X0 =X (t2) = O (A) x1

|

; l, (45)
X, =x (0 = Q" (A) x,,_q[

geklinde yaklagik g'dziimler,' buradan da, tiim matrisi icin

Q(A) = Qf

e (A)..: Q2(A) O (A) (46)

carpim ifadesi bulunur ki bu tagima matrislerinin garpim tegkili ile Gz-
degdir.

Homojen olmayan

k:A(t)x+r(t.)‘ ' (47)

denklemi, matrisant yardum ile ¢dziilebilir goyle ki ¢bzlim igin sabitlerin
variyasyonu ifadesi

x() = (A ¥y @)

kullanilr,

x(£) = Ax + QLA)y(B)

.ile buradan, aranan y(t) fonksiyonu igin

LAY B =1(1) - (48)

- bagmtis: elde edilir, Simdi Qy'(A) nin tekil olmayan matris oldugu yani,

A matrisinin sp A = ay(t) +ax(t) + ...+ ,n(t) izi dahil olan

) [ spAdt
det Q{(A) =€ < 0

F. 32




498

determinantna sahip - oldugu gosterilebilir. Yani matrisant tersinebilir
ve denklem (48), y(t) ye giire_ coztilebilir :

7@ = [Q AT e () .

Baglangic kogulu goz Oniine almarak ve integrasyon yapilarak buradan
. , |
y@) = [[25@] () d7 +% (49)
1) .

| ve dolayis: ile denklem (47 nih genel ¢oziimil olarak

t o . : ‘
x () = 03 () xo + ¢ (A) [[ATA] T2 () de (50)
0

bulunur.

Matrisant metodunun O6zellikle dzdeger problemlerinin ele ahnyllam
ile ilgili uygulama srnekleri icin Hellmanm iki galigmasl tavsiye edilir.!

1y Hellman, O.: Z. angew. Math. Mech, Bd. 35 (1955), 8. 300 - 315, Bd. 37 (1957),
s. 139 - 144,
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